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1. Euklid und die axiomatische Geometrie

Ein deduktiver Ansatz fur die Geometrie, der auf Axiomen basiert, wurde im 6. bis 3.
Jahrhundert v. Chr. in Griechenland entwickelt und von Euklid um 250 v.Chr. in dem
Lehrbuch ,Elemente’ dargestellt. Dies war mehr als 2000 Jahre die Grundlage fiir die
Beschaftigung mit der Geometrie. Die lebhaft diskutierte Frage, welche Axiome
unverzichtbar sind, kam erst mit den ,Grundlagen der Geometrie’ von David Hilbert im Jahr
1899 zu einem gewissen Abschluss. Euklid versuchte, eine Basis fur die logische Herleitung
geometrischer Sétze durch Definitionen geometrischer Begriffe und die Angabe von
Postulaten (d. h. Forderungen) bzw. Axiomen (d. h. Grundsétzen) (iber die Beziehungen
zwischen geometrischen bzw. allgemeineren Begriffen herzustellen. In der ersten Definition
heilRt es z. B.: , Ein Punkt ist, was keine Teile hat.” Die in dieser Definition genannte
Eigenschaft wird jedoch im Folgenden nicht mehr genutzt. Sie hat auch den Mangel, dass
demnach auch z. B. die leere Menge ein Punkt ware. Hilbert verzichtet auf eine Definition der
Begriffe ,Punkt’, ,Gerade’ und ,Ebene’ und beschrinkt sich auf eine Angabe der Beziehungen
zwischen diesen Begriffen mit Hilfe von Axiomen. Dabei entfallt die Unterscheidung
zwischen Axiomen und Postulaten.

Euklids erste beiden Postulate lauten [2]:
Gefordert soll sein:

1. Dass man von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen kann,
2. Dass man eine begrenzte gerade Linie zusammenhangend gerade verlangern kann.

Bei Hilbert lauten die ersten beiden Axiome [4]:

11. Zu zwei Punkten A, B gibt es stets eine Gerade a, die mit jedem der beiden Punkte A,
B zusammengehort.

12. Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Gerade, die mit jedem der beiden
Punkte A, B zusammengehort.

Die in 12 betonte Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden zweier verschiedener Punkte wird
von Euklid nicht erwahnt, jedoch stets stillschweigend vorausgesetzt. (Es lasst sich aber auch
eine sinnvolle Geometrien ohne diese Eindeutigkeit begriinden.) Diese Liuckenhaftigkeit der
Basis flr die Deduktion wollte man in den 2000 Jahren nach Euklid wegen seiner groRRen
Authoritét nicht recht wahrnehmen. Sie zeigt sich z. B. schon in der ersten
Konstruktionsaufgabe zu einem gleichseitigen Dreieck, bei der eine VVoraussetzung uber das
Schneiden zweier Kreise fehlt. Es gibt aber ein Postulat (mit der Nummer 5), das in friiheren
Jahrhunderten heftige Diskussionen ausloste, nimlich das heute so genannte ,Parallelen-
Axiom’:
5. Und dass, wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, dass
innen auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden,
dann die zwei geraden Linien bei Verlangerung ins Unendliche sich treffen auf der Seite,
auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind.



Etwas verkilirzt bedeutet dies, dass sich zwei Geraden a, b schneiden, wenn sie von einer
dritten Geraden ¢ so geschnitten werden, dass £(a,c)+ £(c,b) <180° gilt.

Folgende Fragen traten in diesem Zusammenhang auf:

1. Passt das Parallelen-Axiom zur Welt?

2. Lasst es sich durch eine im Rahmen der Ubrigen Axiome dquivalente Eigenschaft
ersetzen?

3. Fihrt die Negation des Parallelen-Axioms zu einem Widerspruch zu den Gbrigen
Axiomen?

Zur ersten Frage meinte Proklos (412-485 n. Chr.) in einem Euklid-Kommentar:

,Denn dass es gewisse Linien gibt, die ins Unendliche einander ndhern, aber nie
zusammenfallen, mag unwahrscheinlich, ja widersinnig klingen; gleichwohl ist es eine
Tatsache, die bei anderen Arten von Linien festgestellt worden ist.” (Zitat nach [1], S 169).

Proklos dachte dabei wohl an Hyperbeln, die sich der gleichen Asymptote néhern und deren
Kriimmung in groRer Entfernung von den Symmetrieachsen sehr nahe bei Null ist. Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) schrieb 1830 in einem Brief an Bessel:

, Wir miissen in Demut zugeben, dass wenn die Zahl bloR unseres Geistes Produkt ist, der
Raum auch auBer unserm Geiste eine Realitat hat, der wir a priori ihre Gesetze nicht
vollstindig vorschreiben konnen.’ (Zitat nach [1], S. 179)

Gauss stellte sich damit gegen den Philosophen Immanuel Kant (1724-1804), der die
Aussagen der Geometrie nach Euklid als synthetische Aussagen a priori ansah, und durch
seinen Ausschluss von Alternativen fur das Raum-Verstandnis den Widerstand gegen eine
nicht-euklidische Geometrie hundert Jahre lang verfestigt hatte. Synthetische Aussagen
apriori sind nach Kant Aussagen, deren Wahrheit sich weder aus einer Erfahrung, noch
ausschlieBlich aus der Bedeutung der darin enthaltenen Begriffe ergibt. Kant schrieb in
[5] (I Erster Teil 83, erschienen erstmals 1781):

,Geometrie ist eine Wissenschaft, welche die Eigenschaften des Raums synthetisch und
doch a priori bestimmt. Was muss die Vorstellung des Raumes denn sein, damit eine solche
Erkenntnis von ihm mdglich ist? Er muss urspriinglich Anschauung sein; denn aus einem
bloRen Begriffe lassen sich keine Satze, die ber die Begriffe hinausgehen, ziehen, welches
doch in der Geometrie geschieht. Aber diese Anschauung muss apriori, d. h. vor aller
Wahrnehmung eines Gegenstandes, in uns angetroffen werden, mithin reine, nicht
empirische Anschauung sein. Denn die geometrischen Sétze sind insgesamt apodiktisch, d.
I. mit dem Bewusstsein ihrer Notwendigkeit verbunden, z. B. der Raum hat nur drei
Abmessungen; dergleichen Satze aber kdnnen nicht empirische oder Erfahrungsurteile sein,
noch aus thnen geschlossen werden.’

Zur zweiten Frage schlug John Wallis (1616-1703) 1663 folgendes Axiom vor:

,Zu jeder beliebigen Figur gebe es stets eine andere ihr dhnliche von beliebiger GroSe.’
(Zitat nach [1], S. 170)

und zeigte, dass daraus das Parallelen-Axiom folgt. Damit berthrte er ein merkwirdiges
Kennzeichen der nicht-euklidischen Geometrie, dass namlich zwei Dreiecke mit gleichen
Innenwinkeln stets kongruent sind.

Giovanni Saccheri (1667-1733) bewies, dass das Parallelen-Axiom ersetzbar ist durch die
Eigenschaft, dass in einem Viereck mit drei rechten Winkeln notwendig auch der vierte
Winkel ein rechter sein muss ([1], S. 171). Die Negation dieser Eigenschaft charakterisiert
ebenfalls die nicht-euklidische Geometrie.



Die Folgerungen der Negation des Parallelen-Axiom unter Beibehaltung der tibrigen
Voraussetzungen Euklids wurde von Johann Heinrich Lambert (1712-1777) so weit
untersucht ohne auf einen Widerspruch zu stol3en, dass er nicht mehr an der
Widerspruchsfreiheit einer nicht-euklidischen Geometrie zweifelte. Er stellte einen Bezug zur
Geometrie der Grol3kreise auf einer Kugelflache (Sphére) her, bei der jedes Dreieck aus
GroRkreisbdgen eine Winkelsumme grof3er als 180° hat. Er schlug vor, bei einer Kugel mit

reellwertigem Radius r formal einen Radius r-i= r-<—1 einzusetzen, wobei sich dann
Winkelsummen kleiner als 180° ergeben ([1], S. 173). Ein @hnlicher Ansatz ist von Johann
Bolyai (1802-1860) und Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski (1792-1856) unabhéangig
voneinander so weit gefiihrt worden, dass um die Mitte des 19. Jahrhunderts die formale
Widerspruchsfreiheit einer nicht-euklidischen Geometrie vielen Mathematikern als erwiesen
erschien. Es fehlte aber analog der GroRkreis-Geometrie der Kugel ein der Anschauung
zugéngliches Modell einer Geometrie, bei der die Winkelsumme im Dreieck Kkleiner als 180°
war. Diese Geometrie wird als ,hyperbolische Geometrie’ bezeichnet. Ein iiberzeugendes
Modell der hyperbolische Geometrie wurde im Jahr 1868 von Eugenio Beltrami (1835-1900)
gefunden. Es benitzt geodatische Linien auf der Pseudosphare, die in den nachsten
Abschnitten erklart wird. Die historischen Entwicklung ist ausfihrlicher in [3] dargestellt.

Die Geometrie der Pseudosphare hat den Nachteil, dass Kongruenz-Abbildungen zwar
definierbar sind, aber nicht so, dass ihr Definitionsbereich die ganze Punktmenge der
Pseudosphére umfasst. Diesen Nachteil vermeidet das 1871 von Felix Klein (1849-1925)
angegebene Modell (Abschnitt 20), das schon in Ideen von Beltrami angelegt war und darum
'Beltrami-Klein-Modell' genannt wird, oder kiirzer 'Klein-Modell'. Das, was als , Punkt’ im
Sinne eines Axiomensystems der hyperbolischen Geometrie betrachtet wird, ist in diesem
Modell ein euklidischer Punkt im Innern eines fest vorgegebenen euklidischen Kreises K; die
euklidischen Punkte auf dem Kreis und auf3erhalb davon sind keine , Punkte’. Als , Gerade’ im
Sinne des nicht-euklidischen Axiomensystems wird eine Sehne von K angesehen, mit
Ausnahme der Endpunkte. Abstande und Winkelgrofien konnen dann sinnvoll definiert
werden, unterscheiden sich aber von euklidischen Werten.

Man konnte hier einwenden, dass diese , Punktmenge’ eine nur endliche Ausdehnung hat, im
Widerspruch zur normalen geometrischen Intuition. Dieser Mangel l&sst sich aber dadurch

beheben, dass man die Kreis-Punktmenge {(x; y;1) e R® ‘xz +y? <1} in der Ebene z = 1 vom

Ursprung aus auf die Hyperboloid-Schale z = /1+x* +y* projiziert und danach die

Projektion parallel zur z-Achse auf die x-y-Ebene nachschaltet. Bei diesem Hyperbel-Modell
(Abschnitt 24) geht allerdings die Geradlinigkeit der , Geraden’ verloren, denn aus den
Strecken werden Hyperbeln. Geradlinig sind die , Geraden’ auch nicht im Fall des zum
Klein-Modell dquivalenten Modells, das Henri Poincare (1854-1912) im Jahr 1881 angegeben
hat (Abschnitt 10). Darin wird unter einem , Punkt’ ein euklidischer Punkt auf einer Seite
einer vorgegebenen euklidischen Geraden g verstanden, und unter einer , Geraden’ ein
Halbkreis, dessen Endpunkte auf g liegen. Dieses Modell hat zwar gegeniiber dem Beltrami-
Klein-Modell den Nachteil, dass , Geraden’ nicht euklidisch geradlinig sind, aber den Vorteil,
dass das euklidische WinkelmaR benutzt werden kann.

Dass hier von ,Punkten’ in Anfihrungsstrichen und in violetter Farbe zur Betonung des
Bezugs auf ein nicht-euklidisches Axiomensystem geschrieben wird, macht deutlich, dass
man seit dem 19. Jahrhundert Axiomensysteme in einem anderen Licht als Euklid und auch
als Kant sah. Dies hat Moritz Pasch (1843-1930) besonders klar formuliert:
,Es muss in der Tat, wenn anders die Geometrie wirklich deduktiv sein soll, der Prozess des
Folgerns tiberall unabhéngig sein vom Sinn der geometrischen Begriffe, wie er unabhéngig



sein muss von den Figuren; nur die in den benutzten Satzen beziehungsweise Definitionen
niedergelegten Beziehungen zwischen den geometrischen Begriffen mussen in Betracht
kommen. Wahrend der Deduktion ist es zwar statthaft und nitzlich, aber keineswegs nétig,
an die Bedeutung der auftretenden geometrischen Begriffe zu denken.’ (Zitat nach [1], S.
201)
David Hilbert soll die Bedeutung der Grundbegriffe in Axiomensystemen plastisch dadurch
ausgedriickt haben, dass er meinte, statt , Punkt” und , Gerade’ kdnne man auch , Bierseidel’
und ,7isch’ schreiben, ohne dass sich dadurch die Deduktionen auf Grund seines
Axiomensystems andern warden.

Wir werden im folgenden Text keinen axiomatischen Ansatz verfolgen, sondern nur den
Zusammenhang zwischen der Pseudosphdre, dem Poincare-Modell und dem Beltrami-Klein-
Modell mit dem Zwischenglied des Halbkugel-Modells, sowie das Hyperbel-Modell mit Hilfe
von Koordinaten darstellen. Dies hat jenseits der Bedeutung fiir die Entwicklung der
Axiomatik einen Sinn, weil es sich hier um Objekte der euklidischen Geometrie mit
uberraschenden Zusammenhéngen handelt.

Wir folgen mit unserer Darstellung insofern der historischen Entwicklung, als wir von der
Pseudosphére ausgehen, die den Vorteil hat, dass auf ihr die Winkelmessung und die
Entfernungsmessung auf den Geodéaten durch die euklidischen Mal3bestimmungen im
dreidimensionalen Raum festgelegt werden. Aus der Darstellung einer Geodéate mit
Polarkoordinaten r (= Abstand vom Ursprung) und w (= Richtungswinkel) ergibt sich dann

durch die einfache Transformation (r;w) —>(W;1J ein Halbkreis im Poincare-Modell. In
r

diesem Modell bleibt die Winkelmessung euklidisch, nicht aber die Abstandsmessung. Durch
stereographische Projektion gelangen wir dann aus dem Poincare-Modell zum Halbkugel-
Modell, aus dem sich durch Projektion parallel zur z-Achse auf die x-y-Ebene das Beltrami-
Klein-Modell ergibt. Das Halbkugel-Modell, das schon von Beltrami untersucht wurde, stellt
ein Zwischenglied zwischen Poincare-Modell und Beltrami-Klein-Modell dar, das Vorteile
beider Modelle verbindet, allerdings wie die Pseudosphére ein raumliches Modell ist. Die

, Punkte’ sind nd&mlich die Punkte der oberen Hélfte der Flache einer Kugel vom Radius 1 um
den Ursprung. Die , Geraden’ sind die Schnittkurven mit Ebenen parallel zur z-Achse. Die
Winkelmessung ist auch hier euklidisch, nicht aber die Abstandsmessung.

Das Halbkugel-Modell ist eine Variation zu einem geometrischen Modell-Typ, mit dem man
die euklidische, die hyperbolische und die elliptische Geometrie unter einem gemeinsamen
Gesichtpunkt zusammenfassen kann. Dazu nimmt man eine Kugelflache K und einen Punkt
Z, der im Fall des Halbkugel-Modells der unendlich ferne Punkt auf der z-Achse ist. Als
Menge der , Punkte’ definiert man dann die Menge der Raum-Geraden durch Z, die K in zwei
Punkten schneiden. Die Menge der , Geraden’ ist die Menge der Ebenen im Raum, die durch
Z gehen und die Kugel in mehr als einem Punkt treffen. Dieses Modell ist hyperbolisch,
euklidisch bzw. elliptisch, je nachdem Z auf3erhalb, auf bzw. innerhalb von K liegt.

2. Traktrix, Kreis und Kettenlinie
Die Pseudosphare entsteht durch Rotation des Graphen von

1
f :xaln(,/%—lJr%J—\/l—xz, 0 <x <1 um die y-Achse. Es ist f(x):j,/ziz—l dz.

Dieser Graph wird aus folgendem Grund als Traktrix oder Schleppkurve bezeichnet: Ein
schwerer punktférmiger Korper, der auf der x-y-Ebene zunéchst im Punkt (1,0) liegt, werde
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an einem Seil der Lange 1 an dem Seilende vom Punkt (0,0) aus langs der positiven y-Achse
gezogen. Dann bewegt sich der Korper auf der Traktrix. Die Traktix ist die Drehpunktkurve
zur Drehpunktfunktion o — —In(cos(a.)),0 < a <90°.

(www.vivat-geo.de/Pdf-Dateien/Drehpunktfunktion.pdf).

Abb. 1

AN N

Abb. 2


http://www.vivat-geo.de/Pdf-Dateien/Drehpunktfunktion.pdf

Im folgenden Satz 1 beziehen wir uns auf die Darstellung mit Hilfe von f.

Satz1:A(a;In(@)) bzw. A’G; In(a)j sei ein Punkt auf den Graphen der naturlichen
Logarithmus-Funktion x — In(x) , x >0 bzw. X — —In(X), x > 0. Der Punkt Q (m ; In(a)) mit

m =0, 5-(a +1j sei der Mittelpunkt von A und A’. Fiira> 1 sei v := 1 und fiir 0 <a <1 sei
a

v:= -1 definiert (als Vorzeichenfaktor). Es sei r:=+/m®—1. Dann gilt:
1. rist der Radius des Kreises um M(m ; 0), der den Einheitskreis um N(O ; 0) senkrecht

schneidet und mit der Rechtsachse die Punkte B(a ; 0) und B’ (E ; OJ gemeinsam hat.
a

a
2. Die Tangenten in A und A’ schneiden sich senkrecht auf dem Graphen von

aj_lJz(i;ln(a)—v-Lj.
a“+1 m m

3. Die Tangente an den Graphen von v-f in P geht durch F(0 ; In(a)) und hat die
Steigung —v-r. Die Strecke FP hat die Lange ‘ﬁ‘ =1.

) D ) 1 .
B’ entsteht aus B durch Spiegelung am Einheitskreis. r =V-0, 5-(a ——J =sinh (In (a)) .

X — v-f(x)im Punkt P (#;In(a)—
a“+1

4. Q liegt auf dem Graphen der Funktion g:x — v-arcosh(x) =v-In (er x) ,
x > 1. Die Tangente in Q an diesen Graphen schneidet den Graphen von Vv-f senkrecht
in P und hat die Steigung v'%. Die Strecke QP hat die Lange ‘@‘ =r.

5. Die Verschiebung (X;y) — (X;y—In(a)) verschiebt die Punkte F, A’, Q und A in die

Punkte N, B’, M und B auf der x-Achse. Dabei wird P in den Punkt D (i;—v-Lj
m m

verschoben, in dem sich der Einheitskreis um N und der Kreis um M durch B und B’
senkrecht schneiden.

Beweis: 1. Der Kreis um M, der den Einheitskreis um N senkrecht schneidet, hat
Schnittpunkte C und D, die mit N und M ein rechtwinkliges Dreieck bilden. Darum ist sein

Radius gleich ¥m?—1 . Fira>1 ist Ym?*—1+mgleichaund r= O,5-(a—l) =sinh(In(a)).

a

Fiira<1ist vm?—1+m gleich L und r:—0,5-(a—1j:—sinh(ln(a)). Darum sind
a a

B(a;0)und B’ (E;Oj die Schnittpunkte des Kreises um M mit der x-Achse.
a



2. Die Tangenten in A und A’ haben die Gleichungen y = 1 x—-1+In(a) bzw.
a
y=-a-X+1+ In(a) Der Schnittpunkt ist

oot v e 3)

3. Die Ableitung von fist f'(x) =— /iz—l , also f’[ j 1 =—r . Die Gleichung der
X

Tangente in P ist y:—v'r(x—i)ﬂn(a)—v-L:—v-r-x+ln(a). Darum geht sie durch F
m m

_ 2 2 2
und es ist ‘FP‘= i + LR Ltr =
m m m?

4. Da Vm?—1+m fiir a> 1 gleich a ist und fiir a < 1 gleich %, liegt Q auf dem Graphen von

v-g. Die Ableitung von g ist g'(x) = also g(m) = % Die Gleichung der Tangente in

1
xz-1’
m? -1 2

Qdarum y=v-1.(x—=m)+In(@) =Y (x=m)+In(@) . Wegen = -m=-"""2__" jieqt
r r m m m

2 2
P auf dieser Tangente und es ist ‘@‘ = \/(m —%j +(%) —Jm?=1=r.

5. folgt unmittelbar aus den vorangehenden Behauptungen. O

Die Graphen von g und -g bilden (um 90° gedreht) zusammen die Kettenlinie, welche die
Form einer hdngenden Kette beschreibt. Wenn man ein Lineal an den Graphen von g
tangential so anlegt, dass der Nullpunkt des Lineals beim Punkt (1 ; 0) liegt und dann das
Lineal ohne zu Rutschen an dem Graphen von g abrollt, dann bewegt sich der Nullpunkt des
Lineals auf der Traktrix. Aus Satz 1 ergeben sich darum folgende geometrischen
Zusammenhange:

e Q ist der Krummungsmittelpunkt der Traktrix im Punkt P. Also ist die Kettenlinie die
Evolute der Traktrix und die Traktrix die Evolvente der Kettenlinie. Der Betrag des

Krimmungsradius r = ‘%‘ stimmt mit der Bogenlange der Kettenlinie zwischen Q

und dem Punkt (1 ; 0) Gberein.
e In jedem Punkt P der Traktrix ist der Betrag der Steigung gleich r, stimmt also mit
dem Krimmungsradius Gberein.

e Injedem Punkt Q der Kettenlinie stimmt der Betrag der Steigung mit dem Betrag %

der Krimmung in dem Punkt P der Traktrix Uberein, der auf der Tangente in Q liegt.

e D sei ein Punkt des Einheitskreises um den Ursprung N mit dem gleichen x-Wert wie
der Punkt P auf der Traktrix. Dann stimmt die Lange des Abschnitts auf der Tangente
in P zwischen P und der y-Achse mit dem Krimmungsradius 1 des Einheitskreises
uberein. Und die Lange des Abschnitts auf der Tangente in D zwischen D und der x-
Achse stimmt mit dem Krimmungsradius der Traktrix in P (iberein.



3. Die Pseudosphére

Die Abbildung 3 zeigt das Netz einer Pseudosphére mit acht Meridianen und den
Breitenkreise mit Radien n-0,1 fir ganzzahlige n €[1;10]. Von dem Punkt Z auf der z-Achse

sind die Tangentenabschnitte zu den Meridianen rot eingezeichnet, die alle die Lange 1 haben.

Abb. 3

Die Pseudospére hat mit der Kugelflache die Eigenschaft gemeinsam, dass ihre Krimmung
konstant ist, allerdings mit negativem Wert. Die Kriimmung einer Kurve im Punkt P ist
definiert als der Kehrwert des Radius eines Kreises, der sich der Kurve im Punkt P optimal
anschmiegt (so dass eine Ubereinstimmung bis zur 2. Ordnung vorliegt). Je nachdem, auf
welcher Seite der Kurve der Schmiegkreis liegt, gibt man diesem Wert, wie auch dem Radius
selbst, ein positives oder negatives VVorzeichen. Zur Definition der Krimmung in einem Punkt
P einer Flache kann man nicht analog eine Schmieg-Kugelflache definieren, die nur von P
abhéngt, da eine Flache in unterschiedlichen Richtungen unterschiedlich gekrimmt sein kann.
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Es ist aber mdglich, zu jeder Tangente h in Punkt P einer Flache F eine Schmiegkugelflache
zu definieren. Dazu betrachtet man Schnittkurven mit F fir die Ebenen, die h enthalten. Nach
dem Satz von Jean Baptiste Meusnier (1754-1793) liegen die Schmiegkreise in P aller dieser
Schnittkurven auf einer Kugel. Der Kehrwert des Radius dieser Kugel wird als Krimmung

der Flache in P in Richtung von h bezeichnet. Es ist die Kriimmung der Schnittkurve von der
Ebene Enorrmal , die h enthélt und auch die Normal-Gerade g durch P, die senkrecht auf der
Flache F steht. Sie heif3t darum auch Normal-Kriimmung Knormar zu P und h und ihr
Krimmungsradius rnormar Normal-Kriimmungsradius. Wenn eine Ebene E durch h mit Enorrmal
den Winkel o einschliel3t, dann hat ihre Schnittkurve in P den Krimmungsradius

Fnormal 'COS(OL) und die Krummung #"(”2‘).

-

Abb. 4

Die Abbildung 4 zeigt fiir die Pseudosphére farbige Schnittkurven fir Ebenen durch den
Punkt P(0,26 ; 0 ; f(0,26)), welche die Tangente t in P an den Breitenkreis durch P enthalten.
Die zugehdrigen schwarz gezeichneten Schmiegkreise liegen auf einer Kugelflache und haben
Mittelpunkte auf einem Kreis in der Meridian-Ebene durch P. Die hellgriinen Schnittkurve
liegt in der Ebene durch t und die Normal-Gerade g durch P. Ihr Kriimmungsradius in P ist
der Schmieg-Kugelradius. Die dunkelblaue Schnittkurve ist ein Breitenkreis.

Zur Definition der Kriimmung der Flache F im Punkt P, die unabhédngig von einer speziellen
Tangenten-Richtung ist, betrachtet man die Normal-Kriimmungen zu allen Tangenten in P. Zu
jedem P gibt es darunter zwei Richtungen mit extremalen Krimmungen, die als Haupt-
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Kriimmungen bezeichnet werden. Die beiden Richtungen sind stets orthogonal. Als Gauss-
Krimmung von F in P wird das Produkt der beiden Haupt-Kriimmungen definiert, nach dem
Erfinder Carl Friedrich Gauss.

Satz 2 : Die Pseudosphére hat in allen Punkten die gleiche Gauss-Krimmung -1.

Beweis : Bei der Pseudosphére ist eine dieser Haupt-Krimmungen die der Schnittkurve t
einer Ebene T, die die z-Achse enthalt, da T dann Symmetrie-Ebene ist. t ist ein Meridian in
Form einer Traktrix. Nach Satz 1 stimmt ihr Krimmungsradius in P mit der Steigung in P im
Betrag uberein.

S sei die dazu orthogonale Ebene durch P, deren Schnittkurve s (in Abb. 4 die hellgriine
Kurve) die zweite Haupt-Kriimmung hat. s hat in P die gleiche Tangente wie der Breitenkreis
durch P. Zwischen den Krimmungsradius mormal VON s in P und dem Radius rgreiten des
Breitenkreises besteht nach dem Satz von Meusnier der Zusammenhang

f =TI ma - COS(ct) . Dabei ist der Winkel o zwischen S und der Breitenkreis-Ebene gleich

Breiten

grol wie der Winkel zwischen der Traktix-Tangente in P und der z-Achse. Da der
Tangentenabschnitt darauf die Lange 1 hat, ist rg,,., =sin(a), folglich r,.., =tan(c) . Da der

Winkel o und der Steigungswinkel in P zusammen 90° ergeben. ist rmormal folglich der
Kehrwert dieses Steigungswinkels. Der Betrag der Gauss-Krimmung ist daher 1. Da s die
Schnittkurven s und t auf unterschiedlichen Seiten der Tangenten-Ebene in P liegen, gibt man
thren Kriimmungen ein unterschiedliches Vorzeichen. Darum folgt die Behauptung. o

ormal

3. Geodaten

Johann Bernoulli (1667-1748) untersuchte als erster kurzeste Wege zwischen zwei Punkten
auf einer gekrimmten Flache F. Kurzeste Wege zwischen zwei Punkten sind manchmal nicht
eindeutig bestimmt, zum Beispiel, wenn die Punkte Antipoden auf einer Kugelflache sind.
Die Abbildung 5 zeigt mit den beiden magemtafarbenen Kurven zwei gleich lange kirzeste
Verbindungen auf der Pseudosphére F zwischen den Punkten (0,5 ; 0 ; f(0,5)) und (-0,7 ; 0 ;
f(-0,7)), zusammen mit ihrem Schatten bei der Projektion parallel zur z-Achse auf die x-y-
Ebene. Daneben sind zwei weitere Verbindungswege rot und blau eingezeichnet, die zwar
keine kirzesten Verbindungen sind, aber mit den magentafarbenen Wegen die folgende
Eigenschaft gemeinsam haben:

Zu jedem Punkt P auf dem Weg G gibt es eine Umgebung von P, so dass jeder Punkt Q auf G,
der innerhalb der Umgebung liegt, durch G auf kiirzeste Weise verbunden wird.

Wege mit dieser Eigenschaft wurden von Joseph Liouville (1809-1982) 1844 ,geoditische
Linien’, kurz ,Geodéten’, genannt. Schon Bernoulli erkannte, dass man derartige Wege
experimentell in folgender Weise erhélt:

Man legt einen diinnen geraden Stab in einem Punkt P auf der Fl&ache F tangential an, wahlt
auf dem Stab einen Punkt Q mdglichst nahe bei P, und driickt den Stab in Q so gegen die
Flache F, dass sich Q senkrecht zur Flache F hinbewegt, wobei sich der Stab bei P von der
Flache entfernt. Wiederholt man diesen Vorgang haufig mit einem jeweils zum aktuellen
Beruhrpunkt P benachbarten Punkten Q, so bewegt sich P (ndherungsweise) auf einer
Geodate.
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Abb. 5

Wir prazisieren diese Grundidee zur
Definition : Gegeben sei eine Flache F im dreidimensionalen Raum R?, fiir die in jedem
Punkt eine eindeutige Tangentialebene definiert ist. t — G(t) € F sei eine zweimal

differenzierbare Funktion von einem Intervall | reeller Zahl in die Flache F, so dass es zu
jedem t einen eindeutigen Tangentenvektor G’(t) mit der Lange |G’(t)| # 0 gibt. Die

G'(t)

G'(t)
Léange 1) der Nullvektor oder senkrecht zur Tangentialebene in G(t) gerichtet ist.
Die Funktion t — G(t) nennen wir , Geodétenfunktion’.

Ein Vektor, der senkrecht zur Tangentialebene in G(t) gerichtet oder der Nullvektor ist, wird
auch ,Normalenvektor von F in G(t)’ genannt.

Bildmenge von G heifst dann Geodate, wenn die Ableitung des Vektors - (mit der
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Bei einer Parametertransformation t =k(t) mit einer zweimal differenzierbare Funktion k,
G'(t) ., G'(k(x)) k(1)
G [C'k@)| K@)

deren Ableitung keine Nullstellen hat, &ndert sich was bis auf das

\Vorzeichen mit M Ubereinstimmt. Darum andert sich bei dieser

Gk

Parametertransformation die Geodaten-Eigenschaft nicht.

Als Beispiel sehen wir uns den Nullmeridian der Pseudosphare F an, der in der Abbildung 5
als gelb-graue Traktix eingezeichnet ist. Der Parameter t sei die x-Koordinate und | = (0 ; 1].

Die Rolle von G Gbernimmt dann die Funktion x — f(x) = In(, /%—1+£J—\/1—x2 . Der
X X
Tangentenvektor im Punkt (x ; O ; f(x)) ist der Vektor (1;O;f '(x)) =(1; 0;—, f%—l} mit der
X

1,0;f"(x
Lange % Der zugehorige Tangenteneinheitsvektor ist also (—()):(X;O;—\/l—xz)

1+ (F(¥)°

X j , der sowohl senkrecht zum Tangentenvektor

V1-x?
(1,0;f'(x)) steht, als auch zum Vektor (0 ; 1 ; 0), der zusammen mit (1,0;f '(x)) die
Tangentialebene aufspannt.

mit dem Ableitungsvektor [1;0;

Dies wirde sich auch bei einem anderen Funktionsterm g(x) ergeben, denn die Ableitung von
1, 9K
V@) Y1+ (@)’

} ist der dazu senkrechte VVektor

(G- (CO T (CO N
(V+@e ) (Vir@ea)?)

Definition : Die Flache, die durch z-Achsen-Rotation des Graphen einer Funktion
X = g(x),x €J mit einem Intervall J aus nicht negativen reellen Zahlen entsteht, nennen wir

,die von g erzeugte Rotationsflache’.

Der Nullmeridian ist also bei allen von g erzeugten Rotationsflachen eine Geodate, wie auch
alle anderen Meridiane, da sie aus dem Nullmeridian durch Drehung um die z-Achse
hervorgehen. Zur Bestimmung der Gbrigen Geodaten ist es sinnvoll, den Richtungswinkel w
der Punkte in der x-y-Ebene zu benutzen. Fir einen Punkt P(x ; y) ist w die Winkelgrolie

JENP mitE=(1;0)undN = (0; 0), die zusammen mit dem Abstand r:‘ﬁ‘ = X*+y’

den Punkt P in Polarkoordinaten festlegt. Die ,x-y-Ebene’ genannte Koordinatenebene nennen
wir ,r-W-Ebene’ in Zusammenhingen, in denen die Punkte durch Polarkoordinaten angegeben
werden. Zwischen den Polarkoordinaten und den kartesischen Koordinaten (x ; y) besteht die
Beziehung (x;y) = (r-cos(w);r-sin(w)).

Die von g erzeugte Rotationsflache ist in einer Darstellung in kartesischen Koordinaten die
Punktmenge {(r-cos(w); r-sin(w);g(r)) |r eJ;0<w<2- n} . Statt der Bedingung

0<w < 2-1 hétte man hier wegen der Periodizitat der Sinus- und der Kosinus-Funktion auch
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w e R schreiben kdnnen. Mit Hilfe einer Funktion w — r(w), w € | mit einem Intervall | aus
WinkelgroRen, das nicht notwendig Teilmenge von [0, 2x) ist, und Werten in J erhalt man
dann eine Funktion K:w — (r(w)-cos(w); r(w)-sin(w);g(r(w))), deren Bildmenge eine
Kurve auf der Rotationsflache F beschreibt. Wir nennen diese Kurve ,die von

w — r(w),w e | induzierten Kurve auf F’. Bei Geodéten benutzen wir statt K den
Buchstaben G. Der Graph von w — r(w),w e | in der r-w-Koordinatenebene ergibt sich

durch Projektion des auf F induzierten Wegs parallel zur z-Achse. In Abbildung 5 sind die
Graphen von w — r(w),w € |, die dort die Geodéaten induzieren, als Schatten eingezeichnet.

Wir bezeichnen die Funktion Kg:w — (r(w)-cos(w);r(w)-sin(w); 0 ) mit dem Index ,S’
als Schattenkurve-Funktion von K.

Bei dieser Bezeichnungsweise haben wir den Buchstaben ,r’ sowohl als Bezeichnung fiir eine
Variable als auch fir eine Funktion benutzt, wie es haufig in der Physik Gblich ist. Nur wenn
Verwechslungen zu beflirchten sind , werden wir im Folgenden p(w) statt r(w) schreiben.

Satz 2 : g sei eine zweimal differenzierbare rellwertige Funktion mit einem Intervall J reeller
Zahlen als Definitionsbereich und F die davon erzeugte Rotationsflache. w — r(w),w e sei

eine zweimal differenzierbare Funktion mit Werten in J und h(w):=g(r(w)).
w — r(w),w e | induziert genau dann eine Geodate auf F, wenn fiir alle w e | gilt:

—r(w)-h'(W)-h"(W) +2-r'(W)-h'(W)> =r(w) -r'(w) - r"(W) + 2-r'(W)* +r'(w)-r(w)>=0  (¥)

Beweis : Die Ableitung von G:w — (r(w)-cos(w);r(w)-sin(w); h(w)) ergibt den
Tangentenvektor
G'(w) = (r'(w) - cos(w) - r(w) -sin(w), r(w)-cos(w) + r'(w)-sin(w), h'(w)) =
r'(w) - (cos(w); sin(w); 0) + r(w) - (—sin(w); cos(w); 0) + h'(w)-(0; 0; 1) .
Dabei sind die Vektoren a:=(cos(w); sin(w); 0), b:=(—sin(w); cos(w); 0) und
c:=(0; 0; 1) paarweise orthogonal. Darum ist W‘ =\/r’(w)2 +r(w)®+h’(w)® und
" _r(w)-r'(w)+r(w)-r'(w)+h'(w)-h"(w)
G |

HO

Die Ableitung von a ist b, die von b ist —a und die von ¢ ist der Nullvektor. Mit der
Produktregel folgt aus G'(W) =r(w)-a + r(w)-b +h'(w)-c:

—@ = rw) | rw) g W) W) ) 2 b dred
G'(w)\ G'(w)\ G'(W) G'(w)\ \G'(w) G'W)

Faktoren von a, b und ¢ seien o, p und y genannt.

Nach der Kettenregel ist g'(r(w))-r'(w) =h’(w). Darum wird die Tangentialebene im Punkt
G(w) von den Vektoren r’(w)~§+h'(w)~5 und b aufgespannt. Die Bildmenge von G ist eine

Geodate genau dann, wenn [%J orthogonal zur Tangentialebene im Punkt G(w) ist,
"(w

also wenn r'(w)-o+h'(w)-y=0 und B =0 gilt.
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Erste Gleichung:
O=r'(w)-a+h'(w)-y=

r(w)- ‘W'rﬂ(w)_‘m"r'(w)_ rw) | .\Wh”(w)—\cm"h'(w)
S 5w o[

Durch Multiplikation mit ‘G’(W)‘3 ergibt sich

0= r'(w)-((r'(w)” +r(w)* +h'(w)?)-(r"(w) —r(w)))
—r'(W)? - (r'(w) - r"(w) + r(w) -r'(w) +h'(w) -h"(w) )
+h'(w)-h"(w) - (r'(w)? +r(w) +h'(w)?)
—h'(w)?-(r'(w) - r"(w) +r(w)-r'(w) +h'(w)-h"(w)) =
h'(w)-h"(W) - r(w)? =2-r(w) - r'(w) -h'(w)* +r'(w) - r"(w) - r(w)* = 2-r(w) - r'(w)® —r'(w) - r(w)?
=r(w) -(r(w) (W) -h(W) = 2-1'(W) -h/(W)2 +r(w) -r'(w) -r"(w) -r(w) = 2-1'(w)® = r'(w) - r(W)z)

Zweite Gleichung :

W[ r(w)

, also

_ W) | rw) ,: r'(w) JW.r'(w)—
cw| |[ew]|| oW SO

0=2-r(w)[Gw)[ - G'(w)]' [GTw)-r(w) =
2-r'(w)- (r'(w)2 +r(w)® + h'(W)z)—(l"(W) 1"(W) +r(w) - r'(w) +h'(w) -h"(w)) - r(w) =

—r(w)-h'(W)-h"(W) +2-r'(w)-h’'(W)? =r(w) - r'(w) - r"(w) + 2-r'(W)> +r'(w)-r(w)> o

Satz 3:: Essei f:x— In[, /%—1+1J—x}1—x2 fur x € J=(0;1] und F die davon erzeugte
X X

Pseudosphére. w — r(w),w < | sei eine zweimal differenzierbare Funktion von einem
Intervall I (mit einer Breite > 0) aus WinkelgrdRen in J. Dann induziert
w — r(w),w e I genau dann eine Geodéte auf F, wenn es (konstante) Zahlen r, € Jund

w, € R gibt mit r(w) = ! furalle wel.

/1 2
E_(W_Wo)

Beweis : Mit hw) = f(r(w) gilt h(w) = — " (W VI=rw)® s

r(w)

—T(W)-r"(w) - (L r(w)*) +r'(w)°

r(w)?-y1-r(w)?
(W) - (=r(w)-r"(w) +3-r'(w)* +r(w)*)
r(w)?

r'(w) = 0 oder —r(w)-r"(w)+3-r'(w)> +r(w)* =0. (**)

h"(w) = . Die Gleichung (*) von Satz 2 ist darum dquivalent

mit =0, also mit
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1

/1 2
E_(W_Wo)

wegen r'(w) =r(w)*-(w-w,) und r"(w)=3-r(w)’-r'(w)-(w-w,)+r(w)* diese Gleichung
erfillt. w — r(w),w e linduziert dann also eine Geodate auf F.

Wenn es Zahlen r; e Jund w, € R gibt mit r(w) = far alle w eI, dann ist

Sei nun vorausgesetzt, dass w — r(w),w € | Geodate ist, und es sei zunachst r'(w) = 0 fur
wel.

Fird(w) ::L ist r . Man errechnet durch Einsetzen in (**)

(W)=
r(w)? d(w)

_d _(W)+22 =0, also d"(w) =-2. Darum gibt es Zahlen r, e Jund w, € R mit
2-d(w)
d(W)=ri2—(W—WO)2 und r(w) = - . - Wegen r'(w) = e st
0 —2—(W—W0)2 [ ];—(W—WO)ZJ
0 r.0

r’(w) in dem Intervall I monoton, falls r'(w) = 0 fir w e | gilt.

Wir betrachten nun den Fall, dass I eine Nullstelle von 1’ enthélt. Dann ist es nicht moglich,
dass es in | zwei Nullstellen gibt zwischen denen eine Nicht-Nullstelle von r” liegt, da dies der
Monotonie von r’ in Intervallen ohne Nullstellen widerspricht. Denn 1’ ist wegen der
Differenzierbarkeit stetig. Wenn es also mehr als eine Nullstelle von r’ in I gibt, dann miissen
diese ein Intervall ausfullen. Die Geodéate wirde dann zum Teil auf einem Breitenkreis

G'(t)
(@)
Ableitungsvektor dann nicht senkrecht zur Tangentialebene wére, kann die Breite des

Intervalls nicht groBer als Null sein. Darum gibt es in I nur eine Nullstelle von r’. Auf Grund
der Stetigkeit von r’ muss der zur Nullstelle gehdrige Punkt der Geodéte an einen Weg

1
’l
7_(W_W0)2
fy

zum Polarkoordinaten-Paar (ry;w, ) sein. O

1
1
7_(W_W0)2
r'O
1 2 1 1
aus rw) e (Ol S-(w-w,)’ 2lew,— [S-1<wsw,+ [5-1,

und es ist —1—1Z <1, -(W—W,) < 1-17 .

ro kann hier nicht gleich 1 sein, da sonst das Definitionsintervall die Breite Null hatte.
Das Definitionsintervall kann eine Breite > 2xt haben. Dann wird der Nullmeridian mehrfach
gekreuzt.

verlaufen, in dessen Ebene die Ableitung des Vektors - liegen wiirde Da dieser

anschlieRen, der durch den Term

gegeben ist, und er muss dann der Punkt

Der maximale Definitionsbereich zum Geodaten-Term r(w) =

ergibt sich
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Definition : Die von w — r(w) =

! W, — /%—1swswo+ /%—1
’i—(W—W )2 r0 r0
I,.2 0
0

mit 0 <ro <1und w, € R induzierte Geodéte auf der Pseudosphdre sei mit [ro ; wo]
bezeichnet, die Geodate des Meridians zum Winkel wo mit [wo].

Die Funktion w — (r(w)-cos(w); r(w)-sin(w);f(r(w))) bzw.

r — (r-cos(w,);r-sin(w,);f(r)) nenen wir Standard-Geodatenfunktion von [ro ; wo] bzw.
[wo]. Mit (r ; w) bezeichnen wir den Punkt (r-cos(w);r-sin(w);f(r)) der Pseudosphare.
(ro ; wo) wird Scheitelpunkt der Geodéte [ro ; wo] genannt.

Die eckigen Klammern signalisieren also, dass das Zahlenpaar keinen Punkt, sondern eine
Geodate beschreibt. Wenn man sich vorstellt, dass der Parameter w bzw. r bei den beiden
Typen von Standard-Geodatenfunktionen proportional mit der Zeit gréfRer wird, dann wird
durch eine Geodatenfunktion eine Bewegung (im physikalischen Sinn, keine
Kongruenzabbildung) definiert.

Die Geodate [ro ; wo] ist (euklidisch) symmetrisch zur Meridianebene zum Winkel wo. Sie
schneidet diese Ebene senkrecht in ihrem Scheitelpunkt (ro ; wo). Der Scheitelpunkt ist der
Punkt auf ihr, der den kleinsten Abstand von der z-Achse hat.

Wenn man die Pseudosphére durch eine Kugelflache vom Radius 1 ersetzt, wird eine
Geodaten, die keine Meridian-Geodaten ist, durch eine Funktion

W — F(W) = ! ,W € R induziert, die im Unterschied zu ihrer

J(COS(W_Wo)) +(sin(W —w,))’

2
r.O

Entsprechung bei der Pseudosphare periodisch und fur alle reelle Zahlen definiert ist.

1
/1
7_(W_Wo)2
fy

W= /rlz—l-sin(\iv—wo) +w, . Wegen der Abhangigkeit von ro und wp ist diese
0

Aus r(w) = ergibt sich diese Funktion durch die Koordinatentransformation

Transformation allerdings fir jede Geodéte verschieden.

Ersetzt man die Pseudosphare durch einen Kegel, der durch z-Achsen-Rotation der Funktion
X —>a-(1—Xx), x €(0;1] entsteht, dann wird eine Geodaten, die keine Meridian-Geodaten ist,

durch eine Funktion

N r o

W — F(w) =——2—— w, —+/1+a” -arccos(r,) <w < w, +~/1+a” -arccos(r,) induziert.
0S| ——=2
Vi+a?®

4. \Winkel und Flachen

Die Abbildung 6 stellt einen geometrischen Zusammenhang zwischen Flacheninhalten und
WinkelgroRen her, der fiir die hyperbolische Geometrie charakteristisch ist und sich an Hand
der Pseudosphére besonders gut darstellen lasst. Das dunkelblau umrandete Geodaten-Dreiseit
hat die Eckpunkte A, B und dem unendlich fernen Punkt U auf der z-Achse. Damit diese
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Flache eindeutig definiert ist, mussen wir voraussetzen, dass der Geodatenabschnitt zwischen
A und B den Nullmeridian nicht kreuzt. (Diese Voraussetzung kann aber fallen, wenn wir in
Abschnitt 7 die Riemann-Flache der Pseudosphare eingeflihrt haben.) Die Geodaten-Seiten
AU und BU liegen auf Meridianen, davon AU auf dem Nullmeridian. AB liegt auf der
Geodate [0,33 ; 0]. Die Punkte As, Bs und Us sind die Schnittpunkte der Parallelen zur z-

Achse durch A, B und U mit der x-y-Ebene. Us ist also der Koordinatenursprung. As hat die
Polarkoordinaten (0,33 ; 0) und Bs die Polarkoordinaten

(ws ; r(ws) ) mit r(wy) = ! . Die an B angesetzten Pfeile stellen

2

—-W
0,332 °

Tangentenvektoren der Geodéaten-Seiten durch B dar. Sie schlielen den rot markierten Winkel
B3 ein, der so groR ist wie der Innenwinkel des Dreiecks bei B.

wi )
s
ke

|3
e
o
T
S

e
L

s
i
tr*!?
.
7
o

Uberraschenderweise gibt es einen einfachen Zusammenhang zwischen dem Inhalt |ABU| der
dunkelblau umrandeten Flache des Dreiseits und diesem Winkel B. Es ist ndmlich

|ABU| =0,5-n—f. Das soll in Satz 5 gezeigt werden. Zur Orientierung beim Beweis dient die
Abbildung 7, in welcher der rot markierte Winkel B die gleiche GroRe hat wie der rdumliche

Winkel B in Abbildung 6, auch wenn dies wegen der perspektivischen Verzerrung anders
erscheint. Die dunkelblau umrandete Flache in Abbildung 7 hat die GroRe |ABU| des

Geodaten-Dreiseits in Abbildung 6, wobei allerdings ein anderer Mal3stab gewéhlt wurde. Sie
ist die Flache zwischen dem Graphen von w — r(w) und der Rechtsachse zwischen wa =0

und wg . Hier wurde bemerkenswerterweise die Polarkoordinate w in Abbildung 6 zu einer
kartesischen Koordinate in Abbildung 7. AuRer dem Graphen von r ist der halbkreisférmige
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Graph von w — 1 = L > —w? der Kehrwerte eingezeichnet. Der Winkel ¢ hat die
r(w) 0,33

GroRe arcsin(0,33-wg) =|ABU|.

(r(w))-l—\
B
®
1
r(w) =\
\ w
wa=0 Wp
Abb. 7

Im Folgenden verstehen wir unter ,Schattenpunkten’, ,Schattenkurven’, ,Schattenflachen’
und ,Schattenvektoren’ Punkte, Kurven, Flachen und Vektoren in der x-y-Ebene, die durch
Projektion parallel zur z-Achse entstehen. Wir bezeichnen diese Objekte mit dem Index S.
Statt bisher w — r(w) schreiben wir in Satz 4 w — p(w) um bei r eine Verwechslungen der
Variablen- und der Funktions-Bezeichnung zu vermeiden. Der Funktionswert p(w) gibt also
in der x-y-Ebene einen Abstand vom Koordinaten-Ursprung (0 ; 0 ; 0) an.

Definition : Gegeben sei eine differenzierbare Kurve p:w — p(w) und B ein Punkt auf der

durch p induzierten Kurve K auf der Pseudosphére. m sei ein Tangentenvektor der
Meridiangeodéte [wg] durch B, der zum Rand der Pseudosphére zeigt. Unter dem Meridian-
Schnittwinkel der Kurve in B der Kurve verstehen wir den Winkel, der zu der Drehung

gehort, die m links herum (von auferhalb der Pseudosphére gesehen) in die Richtung eines
Tangentenvektors von K in B Uberfihrt.

Satz 4 : Gegeben sei eine differenzierbare Funktion p:w — p(w), w e | von einem Intervall
I mit Bildern in (0 ; 1]. B(rs ; wa) sei ein Punkt der durch p induzierten Kurve K auf der
Pseudosphare. t sei ein Tangentenvektor von K in B, m ein Tangentenvektor der

Meridiangeodate [wg] durch B, der zum Rand der Pseudosphére zeigt, und n ein
Normalenvektor der Pseudosphére im Punkt B, der senkrecht zur Flache in den Auf’enraum
der Pseudosphére zeigt. Dann gilt:

1. n schlieRt mit dem Vektor (0;0; 1) parallel zur z-Achse einen Winkel y mit
cos(y) =rg ein.
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2. B sei der Meridian-Schnittwinkel [ (m;t) und Bs der Winkel [I (mg;t;) zwischen den

Schattenvektoren mg und t. .

Dann ist tan(B) = P ,(WB) und tan(p) = tan() - cos(y) -
p'(wg)

3. Es seien C und D zwei Punkte auf den Tangenten in B in Richtung m und t, und E
ein Punkt, so dass BCDE ein Parallelogramm bildet. Zwischen den Flacheninhalten

|BCDE| bzw. |BsCsD4E| dieses Parallelogramms und des zugehorigen
Schattenparallelogramms besteht der Zusammenhang
|BsCsDsEs| =|BCDE|-cos(y) =|BC|- ;.
Beweis : 1. Da die Tangente an den Graphen von f in einem Punkt P die Hochachse in einem
Punkt schneidet, der von P den Abstand 1 hat, ist cos(y) =r; (siehe Abb. 3).

2. Die Schattenkurve Ks wird in kartesischen Koordinaten durch
w — (p(w)-cos(w); p(w)-sin(w)) beschrieben. Die Ableitung ergibt den Tangentenvektor

(p'(w)-cos(w) —p(w)-sin(w); p'(w) -sin(w) + p(w) - cos(w)) =

p'(w)-(cos(w);sin(w)) + p(w) - (—sin(w); cos(w)) . Dabei zeigt der Einheitsvektor
(cos(w);sin(w)) in Richtung von mt und (—sin(w);cos(w)) ist ein Einheitsvektor, der
pWs)

p'(Wg) .

Die Meridian-Ebene Mg durch den Punkt B steht senkrecht zur x-y-Ebene. Darum haben die
Spitzen von t und t, den gleichen Abstand von Mg, ndmlich ‘Q‘.Sin(ﬁs). Der FuRpunkt des

daraus durch eine 90°-Drehung links herum entsteht. Darum ist tan(B;) =

Lots von der Spitze von t auf Mg sei L genannt. Er hat von der Geraden BBs den gleichen
Abstand wie Ls, namlich ‘Q‘-cos(ﬁs) . Da die Tangentialebene durch B senkrecht zu Mg steht,
ist J BiBL =90°—7y . Darum ist ‘Q‘-cos(ﬁs) =|BL|-sin(90°—y) =|BL|-cos(y) . In dem
Dreieck, das von B, L und der Spitze von t gebildet wird ist

t]-sin(Bs) _[ts]-sin(Bs)- costy)

TR T o)

= tan(B,) -cos(y).

3. Da BC in der Meridian-Ebene Mg liegt und die senkrecht zur x-y-Ebene steht, haben die
Geraden BsCs und DsEs den gleichen Abstand wie BC und DE. Wenn J der Ful3punkt des
Lots von C auf die Gerade BBs ist, gilt

|BsCs| =[3C| =|BC|-sin(90° —y) =|BC|-cos(y) =|BC|-r, .
Daraus folgt die Behauptung 3. m]

Satz 5 : Gegeben sei eine differenzierbare Funktion p:w — p(w), w e [WA; WB] von einem

Intervall [wa ; wg] der Breite < 27 mit Bildern in (0 ; 1]. A und B seien die Punkte
(p(WA) ; WA)und (p(WB) ; WB) auf der Pseudospare. @ sei die Teilflache der

Pseudosphére, die begrenzt wird von der durch p induzierten Kurve auf der Pseudosphére
zwischen A und B und den Abschnitten auf den Geodaten [wa] und [wg] zwischen A bzw. B
und dem unendlich fernen Punkt U auf der

z-Achse. Dann gilt:
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1. Der Flacheninhalt von @ ist _[ p(w)dw .

Wa

2. Der Flacheninhalt der Pseudosphare ist 2.

3. Wenn p(w) = - L ist, also zur Geodéte [ro ; Wo] gehort, dann ist der
7_(W_Wo)2

0
Flacheninhalt von @ gleich arccos(r, - (w, —w,)) —arccos(r, - (Wz —w,)) . Dieser

Winkel stimmt mit der Differenz der Meridian-Schnittwinkel o —f in den Punkten A

und B Uberein.
Beweis : 1. Nach der 3. Behauptung von Satz 4 gibt es einen einfachen Zusammenhang
zwischen den Flacheninhalten eines tangentialen Parallogramms und des
zugehdrigen Schattenparallelogramms: man multipliziert mit dem
Abstand des Berlhrpunkts von der z-Achse. Sehr kleine tangentiale \ x
Parallelogramme haben naherungsweise den gleichen Inhalt wie die r-Aw
Flache auf der Pseudosphére, die durch Projektion des Parallelogramms Ar
parallel zur z-Achse auf die Pseudosphare entsteht, wobei der Fehler
gegen Null strebt, wenn die Seitenldngen gegen Null gehen. Der genannte Zusammenhang
gilt also naherungsweise auch fiir kleine Flachen der Pseudosphére. Dabei muss die Form sich
nicht aus einem Parallelogramm ergeben, sondern kann auch aus einem Dreieck entstehen,
das sich durch Halbierung des Parallelogramms ergibt, oder auch durch Zusammensetzung
derartiger Dreiecke.
Wir betrachten jetzt ein kleines Flachenelement in der Form eines Ausschnitts aus einem
Kreisring mit dem inneren Radius r, der inneren Bogenldnge r-Aw und der Breite Ar. Es hat
den Flacheninhalt r-Ar -Aw. Fir das dazu gehorige Flachenelement auf der Pseudosphére mit
dem Flacheninhalt A® gilt dann ndherungsweise rrA® = r-Ar -Aw, also A® = Ar -Aw.
Bemerkenswerterweise fallt hier also der Faktor r weg. Durch Summation derartiger
Flacheninhalte kann so @ néherungsweise berechnet werden. Durch Integration ergibt sich

exakt V_V[B (p(fv) erdw = V_V[B p(w)dw .
wa \ 0 W

2. Wenn man wa = 0, wg = 2r und p(w) = 1 setzt, folgt die 2. Behauptung.

3. Der Flacheninhalt von @ folgt aus J. dw =

arcsin(ry - (w—-w,)) =0,5-w—arccos(r, - (W —w,)) .

Die Ableitung von ! ist p'(w) = W= Wo = (W—w,)-(p(w))".

%_(W_WO)Z ( frlz—(w—wo)zJ

Folglich gilt fir den Meridian-Schnittwinkel im Punkt B nach Satz 4

_ . _ p(Ws) ) _ 1
tan(B) = tan(B;) - p(w5) (Wa—wy)-(pWa)) p(Ws) (WB—WO)-p(WB)’aISO
%_(WB_WO)Z 1
1+(tan(B)) =1+ O(WB—WO)Z =r02'(WB_Wo)2 und
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(cos([S))2 = m =17 - (W, —W,)*. Analog ergibt sich (cos(oc))2 =17 (W, —W,)°.

Dabei stimmen die Vorzeichen von o bzw. B mit denen von w, —w, bzw. w, —w, uberein.

Darum ist a—f =arccos(r, - (W, —w,)) —arccos(r, - (Wg —W,)) . m

Fir wa = wo = 0 und ro = 0,33 ergibt sich fur den Flacheninhalt arcsin(0,33-w,), stimmt also
mit der Grole des Winkels ¢ in Abbildung 7 Gberein.

Die Abbildung 8 zeigt ein Geodéaten-Dreiseit mit den Eckpunkten A (blau), B (griin) und C
(rot) mit Tangentialvektoren bei einem Umlauf gegen den Uhrzeigersinn. Bei dem Umlauf
dreht sich die Bewegungsrichtung in B links herum von dem Vektor mit dem Meridian-
Schnittwinkel B1 in den mit dem Schnittwinkel B2 . Entsprechend seien die Winkel a1 und o
in A und y1 und y2 in C definiert. Die Flache ABU zwischen der Geodéaten-Seite AB und den
beiden Meridian-Geodaten-Abschnitten UA und BU hat dann nach Satz 5 den Flacheninhalt

i

e

e,
o
e

L
!

A [+
4 -.ﬁ‘,-.:“ 4
i ERa AL
NSz v
\\WessEttees o)
N
s

i
i

Abb. 8
o, — P, . Die entsprechende Flache CBU hat den Inhalt y, —180°—(B,—-180°) =y, -, und
ACU hat den Inhalt o, —180°—(y, —180°) =, —v, . Der Flacheninhalt des Dreiseits ist
demnach (o, —B,) — (v, —B,) — (o, =v,) = (o, =B + (B, —v2) + (v, — ;)

= (o, —0,)+ (B, —B,) + (v, —v,) - Wenn man die Innenwinkel bei A, B und C mit positiven
Zahlen cinnen, Pinnen UNd Yinen bezeichnet, ist o, — o, =—a,,,., —180°. aix hat némlich einen

Wert knapp unter 360°, weil dies die Groflie des Meridian-Schnitt-Winkels des Vektors ist, der
bei A nach links unten zeigt. Dagegen ist 3, -, =180°-8, ., und y, —y, =180°

~Yinnen *
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Insgesamt ergibt sich flr den Flacheninhalt des Dreiseits
—180°+180° - B, en +180°—7,en =180°—

~Olinnen innen innen _Binnen ~Yinnen *

Diese Zahl wird als Innenwinkel-Defekt bezeichnet. Sie ist in der euklidischen Geometrie
gleich Null, in der hyperbolischen Geometrie aber gréRRer als Null, da sie stets den
Flacheninhalt angibt. Wenn man die Pseudosphére durch eine Halbkugelflache ersetzt, wird
der Flacheninhalt eines Geodaten-Dreiseits durch o, +Bien + Yinnen —180° berechnet.

innen

5. MaRR-Form

In diesem Abschnitt sollen Winkel und Langen bei Tangentenvektoren genauer untersucht
werden.
Satz 6 : (ro ; Wo) sei ein Punkt der Geodéte [r1 ; wi] auf der Pseudosphaére.
Sei a :=(cos(w,); sin(w,); 0), b :=(—sin(w,); cos(w,); 0) und c:=(0; 0; 1).
1. Ein Normaleneinheitsvektor der Pseudosphare im Punkt (ro; wo) ist dann
A= i1 A, -G

2. Der Tangentenvektor der Standard-Geodatenfunktion der Meridian-Geodéte [wo] ist

- 1 - 1 .
a— /—2—1-0, der Betrag davon — und der Tangenteneinheitsvektor
f r,
t,=r-a—,1-r2-C.
3. Der Tangentenvektor der Standard-Geodatenfunktion von [r1 ; wi] im Punkt (ro ; Wo)
ist r*-(w, —w,)-a+r,-b—r2-\/1-r2 - (w,—w,)-C,
2

r _
der Betrag davon > und .der Tangenteneinheitsvektor
r‘l

— - I - -
t=r-r-(W,—w,)-a+-2-b—r-1-r-(w,—w,)-cC.
r

0

4. Das Skalarprodukt von t, mit t, ist r,-(w, —w,), das Vektorprodukt t, xt, ist Ly
rO
5. Wenn [rz; wz] eine weitere Geodéte durch (ro ; wo) ist, dann ist das Skalarprodukt der

Tangenteneinheitsvektoren ﬁvon [r1; wi] und E von [rz; WZ] bei Zugrundelegung

2

der Standard-Geodéatenfunktionen gleich Wb, r-r-(w,—w,) -(w,-w,). Das
r.0

r-r

Vektorprodukt t, xt, ist (W, —w,)-n.

0
Beweis : 1. 5+f’(r0)'6 ist ein Tangentenvektor in der Meridianebene des Punktes (ro ; Wo),

folglich steht wegen f’(r):—‘/%—l der Vektor /iz—l-éjt?: mit dem Betrag rl senkrecht
rO 0

zur Tangentialebene. Der Normaleneinheitsvektor ist darum n=,/1-r?-a+r, -C.
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- / - 1 .
2. Daauch der Tangentenvektor a— %—Lc den Betrag — hat, ist der
r.O

r0
Tangenteneinheitsvektor t, =r,-a—+/1-rZ -C.
3. Die Ableitung der Standard-Geodéatenfunktion w — (r(w)-cos(w); r(w)-sin(w);f (r(w)))
ist w — (r'(w) - cos(w) —r(w) -sin(w); r'(w) -sin(w) + r(w) - cos(w); —r'(w) - f'(r(w)) ), der
Tangentenvektor im Punkt (r,; w,) folglich

J1l-r?

wegen r'(w,) =r(w,)*-(w,—w,) und f'(r,) =—Y—2- gleich
rO

F(Wo)-a +r(W,)-b —r'(wy)-F'(r(w,))-C=r (W, —W,)-a+1,-b—r - \l—r7 - (W, —w,)-C.
Da a, b und ¢ paarweise orthogonal sind, folgt fiir den Betrag

1 r.?
\/roe AWy =W, )2+ 1t (@=1) - (W —wy)P =1 -\/r—2+ (W, —w,)* = % und den
0 1

_ - - ~
Tangenteneinheitsvektor 1, -1, - (W, —w,)-a+-2-b—r-\1-r2-(w,-w,)-C.
r.0

4. Das Skalarprodukt von t, mit t, ist folglich
- (Wy—W,)+12-(1=12)- (W, —w,) =1 - (W, —w,) und das Vektorprodukt

I, -\1-12 -5+(r§-ﬂ-(wo—wl)—rj-ﬂ-(wo—Wl))-5+r(f-6: r,-n.

5. Das Skalarprodukt von t, mit t, ist
rl-ro-(wo—wl)-rz-ro-(WO—w2)+:—:-:—2+rl-M-(wo—wl)-rz-M-(wo—wz):
r-T,

2
r0

+h-h '(Wo _Wl)'(Wo _Wz) .

Das Vektorprodukt ist
[— rlr’ o o (w,—w,) + rlr'rz 1= (W, —wl)]-5+0-5+
0 0
(rl i '(Wo _Wl)_rl'rz '(Wo _Wz))'E

r-r - - e -
=1 2. 1-r2-(W,—W,)-a+0-1,- (W, —W,)-c=-2-2-(W,—wW,)-n . 0
r0 r0

Definition : Zu jedem Punkt P der Pseudosphére sei eine Funktion p, definiert, die jedem
Paar von Tangentenvektoren (ﬁﬂ) das Zahlenpaar (m-‘E‘-cos(oc);‘t]-‘ﬂ‘-sin(a))

zuordnet, wobei m die euklidische Vektorlange ist und o die euklidische WinkelgroRe

zwischen den beiden Vektoren. Wir nennen diese Funktion ,Maf-Form zu P’. Das Zahlenpaar
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(cos(a);sin(er) ), das sich durch Division mit ‘EHE‘ ergibt, nennen wir ,normierten MaB-

Form-Wert zu (ﬁ tZ) ..

Die erste Komponente ‘ﬁ‘-‘qcos(oc) gibt das Skalarprodukt der beiden Vektoren an, die
zweite die aus beiden gebildete Determinante. p, ist symmetrisch in der ersten Komponente,

da die Vertauschung von t, und t, zwar zur Anderung des Vorzeichens von o fiihrt, aber

cos(o) unverandert l&sst, und antimetrisch in der zweiten Komponente, da sin(—a.) = —sin(a)
gilt. Der Betrag der zweiten Komponente kann aus der ersten durch

‘ﬁ‘-‘qwll—(cos(a))z = \/MZ ‘qz —(‘E‘-‘q-cos(a))z berechnet werden, nicht jedoch das

\Vorzeichen.

Zur Berechnung der MalR-Form-Werte ist es nutzlich, auch fur die Tangentenvektoren
Polarkoordinaten einzufiihren. Dazu betrachten wir die Abbildung t— (r(t); w(t)) von

einem Intervall 1 < R in die Menge der durch Polarkoordinaten angegebenen Punkte der
Pseudosphére. Sei Po der Punkt (r(t,); w(t,)) mit t, 1, abgekirzt (r,;w,) . Die Werte der
Ableitungen der Komponentenfunktionen r(t) und w(t) fir t, seien mit r'=r'(t,) und

w'=w'(t,) abgekiirzt. Wenn man die Basisvektoren, a ,b und ¢ wie in Satz 6 benutzt,

L - = 1 - . .

ergibt sich als Tangentenvektor r"-a+r,-w'-b—r"- /—2—1-c. Da (r';w’") diesen Vektor bei
r.0

Vorgabe von (r,;w,) eindeutig bestimmt, betrachten wir (r’;w’) als Polarkoordinaten-Paar
des Vektors. Wenn wir mehrere Tangentenvektoren bei Po betrachten, benutzen wir auch die
Bezeichnungen (rj;wyg), (r;w;) und (r,;w,).

In dem folgenden Satz wiederholen wir zum Teil Ergebnisse aus Satz 6 in einer Formulierung
mit der Mal3-Form.

Satz 7 : P mit den Polarkoordinaten (r,;w,) sei ein Punkt auf der Pseudosphare.

1. Fur Tangentenvektoren (r;w;) und (r,;w,) in P ist der Mal3-Form-Wert
VAN Y r"r’ ' [A—r ' ' '
Hp ((r1'W1)1(r21W2)):[ lrz2 +I'02~W1-W2 Wy =0 'le'
0

2. Geodaten [wo] und [r,; w, |, die sich im Punkt (r,;w,) unter einem Meridian-Schnitt-

Winkel mit der GroRe o schneiden, haben im Schnittpunkt bei Verwendung der
Standard-Geodatenfunktionen Tangentenvektoren mit den

Polarkoordinaten-Paaren (ry;wg)=(1;0) und (r/;w;) :(rg"(wo—wl) ; 1)
dem MaB- Form-Wert pi, ((rg; Wg); (1 w;)) = (r, - (Wo —w;,) ; 1) und dem

normierten MaR-Form-Wert (rl (W, —Wl);iJ =(cos(av);sin(a)).
r'0

3. Geodaten [r;; w,] und [r,; w,], die sich im Punkt (r,;w,) unter einem Winkel mit

der Grolie y schneiden, haben im Schnittpunkt bei Verwendung der Standard-
Geodatenfunktionen den Mal3-Form-Wert
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Hp ((rf;wi); (ré;W;)) - (r(;1 (Wo—w,) - (Wo —W,) + ro2 , I’03 (W, _Wl)) .
Der zugehorige normierte MaB-Form-Wert ist

(”r'—!z+rl-r2 Wy = W) (Wo —W,) H—”-(wz—wl)]=(cos(v):sin<v>)-

0 0

Beweis : 1. Mit den Bezeichnungen a, b, ¢ und n wie in Satz 6 ist

- ~ [1 - - - 1 -
(r;wy)=r-a+r,-w;-b—r- r—z—l-c und (r,;w,)=r,-a+r,-w,-b—r,- r—z—l-c.Das
0 0

'
r- rz

Skalarprodukt ist r;-r} + 12 -w; - W), +1/-1, (1 1}= +r2-w}-w), und das Vektorprodukt

(—rwr / =141, W, - /——Ja+£ / =1-r+r,- / 1r]b+
(rl’-ro-w’z—rz'-ro-w;)-é = (rl’-w'z—r2’~wi)~(1/1—r0 -a+r0-c).

Dabei ist y/1-r,2-a+r,-c der Normaleneinheitsvektor in P.

2.3. (5;wp)=1-a+r,-0-b-1- flz—l-ﬁ gleich (L,0) in Polarkoordinaten.
rO

Entsprechend ergibt sich das Polarkoordinaten-Paar (r§‘~(w0 -W,) ; 1) aus

(riwy) =13 (W, —w,)- a+r 1-b- S (Wy—W,)- —2—1-6. Der Rest ergibt sich durch
Einsetzen oder aus Satz 6. ]

Die Aussage Uber den Winkel y in der 3. Behauptung hatte man auch mit Hilfe der Regel
(cos(B—a);sin(B— o)) = (cos(B) - cos(a) +sin(B) - sin(aw); sin(B) - cos(ar) — cos(B) - sin(at) )
berechnen konnen, da y die Differenz der Schnittwinkel der Geodaten (r/;w;) und (ry;ws5)
mit der Geodate [wo] ist.

6. Riemann-Flache

Abbildung 5 zeigt einen Aspekt der Geodaten, den man als nachteilig ansehen kann, dass
nédmlich zwei verschiedene Punkte unendlich viele Verbindungs-Geodaten haben. Sie
unterscheiden sich durch die Windungszahl, das hei3t die Anzahl der vollen Uml&ufe um die
z-Achse. Man kann diesen Mangel beheben, indem man jeden Punkt P der Pseudosphhare
ersetzt durch unendlich viele Punkte am gleichen Ort, die man mit ganzen Zahlen
durchnummeriert und durch ein Paar (P;n) mit ganzzahligem n beschreibt. Alle Paare mit
gleichem n bilden dann eine Schicht (oder ein Blatt) der Riemann-Flache der Pseudosphére,

die nach Bernhard Riemann (1826-1866) benannt wurde. Die Punkte der n-ten Schicht
werden im Folgenden durch das Polarkoordinaten-Paar (r ; w) mit O<r <1 und
2r-n <w < 2n-(n+1) beschrieben, zu dem das kartesische Koordinatentripel

(r-cos(w);r-sin(w);f(r)) den zugehdrigen Punkt der Pseudosphdre angibt. Die n-te Schicht
geht am gelb-grau gezeichneten Nullmeridian beim Ubergang zum Winkel
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w =271+ 21-n=2x-(n+1) in die Schicht mit der Nummer n+1 tiber. Dabei liegen die

einzelnen Schichten spiralférmig aufeinander, jedoch unterscheiden sich die Orte
ubereinanderliegender Punkte verschiedener Schichten nicht.

Bei der Beschreibung eines Punktes der Riemann-Fl&che durch ein Polarkoordinaten-Paar
(r; w) ist wichtig zu bedenken, dass die WinkelgrofRe 27t =360° nicht wie tblich mit 0°
identifiziert wird. Wenn P und Q zwei Punkte der Pseudosphére sind, die durch eine Geodéate
mit der Windungszahl k verbunden sind, dann ordnet man P und Q zwei Schichten zu, deren
Nummern sich um k unterscheiden.

Wir fassen die Ubertragung der Begriffe zusammen:

Definition : Die Punktmenge der Riemann-Fléche der Pseudosphére ist die Menge der Paare
(P ; n), wobei P ein Punkt der Pseudosphére ist und n eine ganze Zahl. Das zu (P ; n) gehérige
Polarkoordinaten-Paar ist das Paar (r ; w), wobei (r-cos(w);r-sin(w);f(r)) das kartesische

Koordinaten-Tripel von P istund n = floor(zﬂ) die ganze Zahl mit 2n-n<w<2n-(n+1).
T
Zu Zahlen ro mit 0 <ro < 1 und w, € R werden Standard-Geodéatenfunktionen mit

Bildpunkten in der Riemann-Flache induziert durch

W —

! TW [, W, — fiz—léwéw(ﬁ /12—1,
i_(W_W )2 r0 rO
1“2 0
0

und auf Meridianen durch r — (r,w,),0 <r <1. Die Bildmengen dieser Funktionen heil3en

Geodaten der Riemann-Flache und werden mit [ro ; wo] bzw. [ro] bezeichnet. Manchmal
nennen wir auch zusammenhéngende Teilmengen hiervon Geodéten. Die Begriffe ,Linge
einer Geodite’ und ,Grofle des Winkels zwischen zwei Geodéite’ werden mit Hilfe der
Projektion (P;n) — P von der Pseudosphare auf die Riemann-Flache bertragen.

: o . 1 1 1 .
Der folgende Hilfssatz wird in Satz 8 mit s, =—, s, == und s, =— benutzt, im ndchsten
0 r-1 I"2
Abschnitt aber auch fir die Kehrwerte s; selbst.

Hilfssatz 1 : Sei w, =w,. fo, fi und f> seien Zahlen in{1;—1} (Vorzahl-Faktoren).
1. Aus (w,—w,)’ =f,-s>+f-s> und (W, —w,)> =f,-s;+f,-s5 (¥

~f 87 +f, .50 +wi—w>

folgt w, =
gt Wo 2-(w, —w,)
2 2 _ 2\2 _ 4. f 2. f Q2
und s’ _Tor((fysy 41,05, — (W, W) 2 41,5, 1, -55) , und umgekehrt.
4.-(w,—w,)

2. Die Gleichung s? = (w, —w,)-(w, —Ww,) ist d&quivalent damit, dass Zahlen s1 und s,
existieren mit (w, —w,)* =-s> +s2, (W, —W,)* =—s2+s> und (W, —w,)’ =s? +s>.

S7-S2 s?
Falls dies gilt, ist s; =—=—2— und w, =w, + ———.
(Wz _Wl) (Wz _Wl)
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Beweis : 1. Aus (W, —w,)* =f;-s; +f,-s7 und (w,—w,)* =f,-s¢ +f,-s> folgt durch
Subtraktion —2-w, - (W, —W,)+W,* —w,’ = (W, —w,)* —(w, —w,)* =f,-s? —f,-s> und

2 2 2 2
—f, sy +f, -85+ W, —w;

daraus w, = . Wegen f; =1 ergibt sich durch Einsetzen in die erste
2'(W1_W2)
2 <2 w2 2 2
Gleichung s2 = f, | | ZSt e SatWs =Ws ) g g2
2'(W1_W2)

— 1:o '((fl '512 +f2 'Sg _(Wl _W2)2)2 _4’f1 '512 'fz Sg)
) 4'(W1 _W2)2 .
Diese Argumentation kann auch umgekehrt werden.
2. Sei zunachst w, >w, . Deutet man q=w,—-w,, p=w,—-w,und h=s; als
Hohenabschnitte und Hohe in einem Dreieck, so bedeutet die Gleichung
st = (W, —w,)- (W, —Ww,), dass das Dreieck mit den Seitenldngen a = \/sf) +(W, —w,)?,

b= /s +(w,-w,)* und c=w, —w, rechtwinklig ist. Sei s, :=b und s, :=a. Dann folgt
(W, —wW,)* =—s; +s7, (W, —W,)> =—-s>+55 und (W, —W,)* =s>+855.

Wenn umgekehrt (w, —w,)* =—s; +s7, (W,—W,)* =-s+s5 und

(W, —w,)* =s? +55 .vorausgesetzt wird, dann ist das Dreieck mit den Seitenlangen a =s,,

b=s, und c=w, —w, ebenfalls rechtwinklig und man kann mit dem Hohensatz

2 2
st =(w, —w,)-(w, —w,) folgern . Da nach dem Kathetensatz q = b und p= a gilt, folgt
c c

b2 a.2 SZ .SZ bZ SZ
ss=h’=q-p=— —=—A"2_ ~und wy—-w, =q=—= L
c ¢ (w,—w) C W,—w,
Der Fall w, <w; ergibt sich aus w, >w, durch einen Vorzeichenwechsel . O

Die in dem Beweis der 2. Behauptung hergestellte Verbindung mit den Satz von Pythagoras
fiihrt zu einem Zusammenhang zwischen der Pseudosphére und dem Poincare-Modell, das im
nachsten Abschnitt dargestellt wird.

Satz 8 : Die Riemann-Flache der Pseudosphare hat folgende Eigenschaften:
1. Ein Punkt (r ; w) der Riemann-Flache liegt auf der Geodate [ro ; wo] genau dann,

1 1 . :
wenn (W, —w)* == —= gilt. Er liegt auf [wo] genau dann wenn w = wp.
r

e

r0

2. Verschiedene Punkte (r1; wi) und (r2; wz) liegen gemeinsam auf genau einer
Geodate.

3. Verschiedene Geodéaten haben hdchstens einen Schnittpunkt auf der Riemann-Fl&che.
4. Wenn [r1; wi] von der Geodate [r,; w,] senkrecht im Punkt (ro : wo) geschnitten

wird, dann ist iz =W, —w,)- (W, —w,), (W,-w,)? :£2+i2 und der
r0 r-1 r.2

) 1
Schnittpunkt (ro;wWo) =11, -1, -|W, —W,|;W, + ————— |.
p ( 0 0) ( 1 2 | 2 l| 1 I,.12 (W2 _WI)J

Wenn [r1 ; wi] und [r,; w,] einen Schnittpunkt haben, dann folgt aus
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iz =(w, —w,)-(w, —w,), dass die beiden Geodaten sich senkrecht schneiden.
0

Eine Meridian-Geodéaten [w-] schneidet [r1 ; wi] genau dann senkrecht, wenn
w, =w, gilt. Der einzige Schnittpunkt ist dann (r1 ; wa).

5. Zu der Geodate [r1 ; wi] und dem Punkt (r,; w, ) gibt es hochstens ein Lot, d. h. eine
Geodate durch (r,; w, ), die [r1 ; wi] senkrecht schneidet.

6. Zu verschiedenen Geodéten [r;; w, | und [r2 ; w2] gibt es héchstens eine Geodéte
[r; W, ], die sowohl [r;; w,] als auch [r2 ; wz] senkrecht schneidet.

7. Die Weglange zwischen den Punkten (ro ; wo) und (r ; w) auf [ro ; wo] betragt

1

—+(W-w,) :
0,5 Inrlo— , die zwischen (ro ; wo) und (r ; wo) auf [wo] (In [—J .

*_(W_Wo) "o

0

Beweis : 1. ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Standard-Geodatenfunktion.

2. Wenn die verschiedenen Punkte (r1; wi) und (r2; w2) mit w, = w, gemeinsam auf der
Geodate [ro ; wo] liegen, gilt die Bedingung (*) in Hilfssatz 1 mit f, =1 und f, =f, =-1.

Darum gibt es hochstens eine Verbindungs-Geodéte. Da <1 existiert sie

1
\/'_2"' (w, _W1)2

1
auch immer. Im Fall wi = wz ist [wa] die einzige Verbindungs-Geodate.

3. Wenn Geodaten [r1; wi] und [r2; wo] sich im Punkt (ro ; wo) schneiden, dann gilt die
Bedingung (*) in Hilfssatz 1 mit f,=—1 und f, =f, =1. ro und wo sind demnach eindeutig

bestimmt. Allerdings ist mdglicherweise ro > 1, also (ro ; wo) kein Punkt der Pseudosphare.
Wenn [r1 ; wi] von einer Geodéte [w-] in (ro ; Wo) geschnitten wird, folgt w, =w, und

1
1 .
\/rz_(wz _Wl)z

1

=

4. Wenn [rz; W2] die Geodate [r1 ; wi] senkrecht im Punkt (ro ; wo) schneidet, dann folgt aus

h 'Zrz +1,-1, - (W, —w,) - (w, —w,) =0, folglich iz = (W, —w,)-(w, —w,). Nach der
0 r.0

zweiten Behauptung von Hilfssatz 1 folgt dann der Term fir (ro ; wo) .

Satz 6

Wenn [r1 ; wi] und [r,; w,] einen Schnittpunkt haben, dann folgt aus

1

— =(w,—w,)-(w, —w,) mit Satz 6, dass die beiden Geodéten sich senkrecht schneiden.
0
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Eine Meridian-Geodéaten [w2] schneidet [r1 ; wi] genau dann senkrecht, wenn die der Graph

der Funktion w — ! ;W | in der r-w-Ebene die Ursprungsgerade w = w»

1/:lé_(W_W1)2
n

senkrecht schneidet. Das ist genau fur w1 = w, der Fall.

5. Wenn [ro ; wo] Lot von (r,; w, ) auf die Geodate [r1 ; wi] ist, gilt (*) in Hilfssatz 1 mit

fo=1,f1=1,und f, =-1, so dass ro und wo eindeutig bestimmt sind, aber moglicherweise mit
ro>1.

6. Wenn [r,; w,|beide Geodéten [r,; w,] und [r2 ; w2] senkrecht schneidet, dann folgt daraus

nach 4. (w, —w,)’ =i2+i2 und (w, —w,)’ :iz+ L sodass (*) mitfo=fi=f,=1
0

=,
0 1 2
anwendbar ist.

7. Der Tangentenvektor der Standard-Geodéatenfunktion von [ro ; wo] im Punkt

2
(r ; w) hat nach Satz 6 den Betrag r_ L ! = 05 + 05 . Die

Dbl wowg? awow,) E-(w-w,)
I I

2
I’O 0 0

Lange des Wegs von (ro ; Wo) nach (r ; w) ist darum der Betrag von

1
r—+(w—wo)
]=0,5-In 10 )

*_(W_Wo)
0

Tde:0,5.|n(rl+(w—wo)j—0,5.In(rl—(w—wo)

w, o 0 0

Die Ableitung von der Traktix-Funktion fist f'(r) =—, /%—1 . Der Tangentenvektor der
r

Standard-Geodatenfunktion von [wo] im Punkt (r ; w) hat darum die Lange /1+f'(r)? :%.

r
o

Die L&nge des Wegs von (ro ; Wo) nach (r ; wo) ist folglich der Betrag von I}dr =In m
1) r

Dass die Geometrie der Pseudosphére nicht euklidisch ist zeigt die 6. Behauptung von Satz 7
am deutlichsten, denn sie steht im Widerspruch zu der Eigenschaft der euklidischen
Geometrie, dass in einem Viereck mit drei rechten Winkeln notwendig auch der vierte Winkel
ein rechter sein muss. Dies hatte Saccheri als Ersatz fiir das Parallelen-Axiom gesehen. Die
Moglichkeit, auf der Pseudosphare zwei Punkte durch verschiedene Geodaten zu verbinden,
wurde durch die Einflihrung der Riemann-Flache beseitigt und damit eine Anndherung an die
euklidische Geometrie erreicht. Uberraschenderweise gelten fiir Geodaten der Pseudosphére
auch viele der bekannten Dreiecks-Satze. Die Abbildung 9 zeigt dies am Beispiel des Schnitts
der drei Hohen im Dreieck. Jede der Hohen-Geodéaten schneidet die zugehorige
Dreieckseiten-Geodate rechtwinklig, bei Verwendung des euklidischen Winkelmal3es im
Raum. Es kommt aber vor, dass durch einem Dreiecks-Eckpunkt keine Geodate existiert,
welche die gegenuberliegende Geodaten-Seite senkrecht schneidet. Wenn die drei Hohen-
Geodaten existieren und sich zwei der Hohen-Geodéaten schneiden, dann geht wie im
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Geraden-Dreiseit der euklidischen Geometrie auch die dritte Hohen-Geodéte durch den
Schnittpunkt.

Eil?‘::sil
5 'i'l'l'-ﬂh'
_, iiii%:i:ﬁ; N
; i mmE
. NEawa/tg? NN
i e AN
VS tess L
e
T PRBIe
S
===
>
= ——
Abb. 9

Abbildung 10 zeigt das Beispiel eines Dreiecks, zu dem zwar die Héhen-Geodéaten existieren,
aber keinen gemeinsamen Schnittpunkt auf der Riemann-Flache der Pseudosphare haben.
(Die rote Hohen-Geodate geht nahe an dem griinen Eckpunkt vorbei.)

Die Eigenschaft 6 von Satz 7 ist eigentlich erwiinscht, denn sie ist charakteristisch fir die
nicht-euklidische Geometrie. Die Probleme der Geometrie der Riemann-Flache zur
Pseudosphére liegen darin, dass es nicht geniigend Schnittpunkte gibt, um &hnlich gut
geometrisch schlief’en zu kdnnen wie in der euklidischen Geometrie. Klein und Poincare
haben dieses Problem geldst, indem sie die Riemann-Flache der Pseudosphére in einen Teil
einer Ebene abgebildet haben, so dass die auf der Pseudosphare fehlenden Punkte in dem
restlichen Teil der Ebene vorkommen. Dies wird in Abschnitt 10 fir das Poincare-Modell
dargestellt und in Abschnitt 20 fiir das Beltrami-Klein-Modell. Das Poincare-Modell benutzt
Halbkreise, die senkrecht auf der Rechtsachse stehen. Darum sollen im ndachsten Abschnitt
zunéchst Elemente der Kreisgeometrie dargestellt werden.
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Abb. 10

7. Die Kreis-Potenz

Im R? ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M(xwm ; ym) und dem Radius r durch die Punktmenge
{06Y)] (x=%,)* + (Y= y)* =1 =0} gegeben.

Wir benutzen die Abkiirzung K(M; r; X ; y):= (X=X,,)* +(y—Y,,)> —r° und bezeichnen die
Kombination aus dieser Punktmenge und dem Term K(M; r ; X ; y) in den Variablen x und y
als ,Kreis zu K(M ; r ; x ; y)’. Fiir r = 0 besteht die Punktmenge nur aus dem Punkt M, was
der Vorstellung von einem Kreis widerspricht. Wir ordnen dieser Menge {M} dennoch den
Term K(M; 0; x;y) zu und nennen diese Kombination aus Punktmenge und Term den
,Nullkreis zu M’. Dies ist {iblich, weil auch fiir die Nullkreise der im Folgenden definierte
Begriff ,Potenz’ sinnvoll ist. Er wurde 1826 von Jakob Steiner (1796-1863) in die Geometrie
eingefihrt.
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Definition : Die Potenz des Punktes P(xp ; yp) zum Kreis K(M; r ; x ; y) ist die Zahl
K(M; r; xp ; yp), die sich durch Einsetzen der Zahlen xp und yp an die Stelle der Variablen x

und y ergibt. Dies ist die Differenz ‘Wr —r? aus dem Quadrat des Abstands von P und M

und dem Quadrat vom Radius.

Ki=K(M; 1, ; x; y)und K2 =K(M,; r, ; x; y) seien zwei Kreise mit verschiedenen

Mittelpunkten. Statt (XMi ;yMi) schreiben wir (x;;y;). Dannist K, -K, =

(=2 XX + X +Y =2:y Y, + Y, —1) = (XF=2-X-X, + X5 +Y* =2:y-Y, +Y; —T;)
=2-X-(X, = X,)+2-y-(Y, = Y,) + X2 +y> =17 + X3 +y> —r? ein linearer Term, der x* und y?
nicht mehr enthalt. Die Gleichung K(M,; 1, ; x; y)—K(M,; 1, ; x; y)= 0 beschreibt
folglich eine Gerade.

Definition : Die Gerade K(M,; 1, ; x; Y)—K(M,; 1, ; x; y)= 0 heiflt Potenzgerade der
Kreise zu K(My; r, ; x; y)und K(M,; 1, ; X; y).

Im folgenden Satz 9 benutzen wir den Begriff des Teilverhaltnisses auch fiir negative Zahlen.
Definition : Fiir einen Punkt C auf einer Geraden AB mit A#B schreiben wir

,C teilt AB im Verhéltnis r :s, wenn gilt : (Xc;Yc)=——(Xa:Ya)+—— (XB,yB)
r+s r+

Dannist (X.;Yc) :(XA;yA)+:-((XB;yB)—(xA;yA)), also : der Parameter von C in
+ +

einem lokalen Koordinatensystem auf der Geraden AB mit dem Nullpunkt bei A und dem
BC
Einspunkt bei B. Es |st = H wobei das +-Zeichen genau fiir die Punkte zwischen A

und B gilt. Im Fall L -1 liegt A zwischen C und B, und im Fall -1< U 0 liegt B zwischen
S S

A und C. Bei einem negativen Teilverhiltnis sprechen wir von ,duflerer Teilung’, sonst von
Jinnerer’.

Satz 9:
1. {S;;S,} sei die Menge der gemeinsamen Punkte des Kreises zu K(M; r; x; y) und
der Geraden g durch den Punkt P. Dann ist die Potenz K(M ; r; X,; Y, ) das Produkt

‘PSlHPSZ‘der Abstande von P zu Sy und Sz, falls P aullerhalb des Kreises oder darauf

liegt; andernfalls ist die Potenz die negative Zahl —‘P_SlHP_SZ‘ .

Im Fall S; =S, und r >0 ist g Tangente und die Potenz das Quadrat des Abstands d
des Punktes P vom Tangentenberihrpunkt. Dann schneidet der Kreis um P mit dem

Radius d den Kreis zu K(M; r; x; y) senkrecht.

Im Fall r = 0 ist die Potenz das Quadrat des Abstands des Punktes P von Si1 =Sy,
2. Die Potenzgerade j der Kreise zu K1 =K(M,; 1, ; x; y) und K2 =K(M,; 1, ; X; y)
mit verschiedenen Mittelpunkten ist die Menge der Punkte P, fur welche die Potenz zu

32



beiden Kreisen gleich ist. j steht senkrecht zur Verbindungsgeraden g von M1 und Ma.
Der Schnittpunkt F von g und j teilt die Strecke MMz im Verhaltnis

2 2
(‘MIMZ‘ +r§—rf):(|\/|1|\/|2\ +rf—r§). Im Fall r, = 0 it das Spiegelbild M), von My

an j der Punkt auf g, flr den ‘MleHMlM'z‘ =r? gilt, wobei M1 nicht zwischen M2
und M2’ liegt.
Gemeinsame Punkte von K und Kz liegen auf j. Wenn es nur einen gemeinsamen

Punkt gibt, ist er F.
Ein Kreis K3z schneidet beide Kreise K1 und Kz senkrecht genau dann, wenn der

Mittelpunkt M3 von Kz auf der Potenzgeraden j liegt und das Radius-Quadrat die
Potenz von Ms ist,.

Ein Punkt P auf j hat zum Kreis Ki mit der Gleichung

@-2)-K(M; 15 x; y)+A-K(M,; 1, ; x; y)=0 und A eR die gleiche

Potenz wie zu Kz und Ko.
3. Wenn drei Kreise gegeben sind, deren Mittelpunkte ein nicht ausgeartetes Dreieck
bilden, dann haben die drei Potenzgeraden der Kreis-Paare einen gemeinsamen Punkt

P. (Abb. 11)

Abb. 11
Beweis : 1. Die Punktmenge von g sei {(xP +U-V, Y +Thv, te R} mit einem
Richtungsvektor (v,;v,) mitder Lange 1. Dann ist K(M; r; Xp+t-v,;y, +t-vy):0 eine

quadratische Gleichung fur den Parameter t der gemeinsamen Punkte. Darin ist die VVorzahl
von t gleich v; +Vv; =1 und das konstante Glied K(M; r; X, ; Y, ). Nach dem Satz von

Vieta ist das Produkt der Lésungen t, -t, gleich diesem konstanten Glied. Da der
Richtungsvektor die Lange 1 hat, geben t1 und t2 signierte Abstande des Punktes P von S; und
Sz an.
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Falls S1 =S, und r > 0 ist dies ein Tangentenberihrpunkt. Wegen t; = t2 ist die Potenz von P
das Quadrat des Abstands d des Berlhrpunkts von P.

Im Fall r=0ist S; =S, und die Potenz von P das Quadrat des Abstands von diesem Punkt.

2. Genau fir die Punkte P von j gilt K(M,; 1, ; X, ; ¥ )=K(M,; 1, ; X, ; Y, ). Dies folgt
unmittelbar aus der Gleichung der Potenzgeraden. An der ausmultiplizierten Fassung

2:Xp (X, =X,)+2: Yo - (Y, = Y,) + X2 + Y2 =17 —x5 —y5 +12 =0 dieser Gleichung erkennt man,
dass der Richtungsvektor (x, —X;;y, —Y,) von g senkrecht zu j steht. Der Punkt, der die

Strecke M1M. im Verhaltnis (‘Mler +r7 - rf):(‘Mle‘2 +17 - rf) teilt, hat die Koordinaten

2
MM, | +r? -1} A(r2 —p?
A-(X5Y) +(@=2)-(X,3Y,) mitk=‘ - 22 ~=0,5+ 0,52(r2 ) ~. Die
2:[MM, | (X =%;)* + (Y, = Y1)

Einsetzung in die Gleichung der Potenzgeraden zeigt, dass dieser Punkt F ist. Das Spiegelbild
M, von Mz an j hat die Koordinaten

2'(7“'(X1;y1)+(1_7“)'(X2;y2))_(xz;y2) :2-%-(Xl;yl)+(l—2-7\,)-(Xz;yz) :

—2
Fir r = 0 teilt M/, also M1M. im Verhéltnis (‘Mle‘ —rf): r7 . Dann ist

(MM < [ VM3 | = [MM[ 12 also (MM |- (MM = 2.

2
‘Mle _r12 . . . .
> -1 ist, liegt M1 nicht zwischen M2 und M>’.

Dass gemeinsame Punkte beider Kreise auf j liegen folgt unmittelbar aus der
Definitionsgleichung. Da g Symmetrieachse des Kreis-Paars ist, liegen diese Punkte
symmetrisch zu g, folglich auf g, wenn die Punkte zusammenfallen.

Sei nun Ms ein Punkt der Potenzgeraden. Ein Kreis, dessen Radius-Quadrat die Potenz von
Mz ist, schneidet dann beide Kreise senkrecht, weil nach 1. die Tangenten von M3 an die
Kreise Berlhrpunkte mit dem gleichen Abstand von M3 haben.

Wenn umgekehrt ein Kreis K3z beide Kreise K1 und K senkrecht schneidet, dann ist sein
Radius-Quadrat die Potenz zu beiden Kreisen, so dass der Mittelpunkt M3 auf j liegen muss.

Es sei K. der Kreis mit der Gleichung (1-4)-K(M,; 1, ; X; y)+A-K(M,; 1, ; x; y)=0
fur A eR. Ein PunktPaufj hat zu Ky wegen K(I\/I L X Ye)=K (I\/IZ, ) Xp Y, )die
Potenz (1-2)-K(My; 15 X 3 ¥p ) +A-K(Myi 1, 5 X yp)=K(M1, P X1 Ye)-

3. Ky, K2 und K3 seien die drei Kreise. Die Potenzgerade ji» zu dem Paar (Ky; K2) schneidet
die Potenzgeraden j.3 zu dem Paar (K2; K3) in einem Punkt P, da diese Geraden orthogonal zu
Seiten des nicht ausgearteten Mittelpunkts-Dreiecks sind. Da die Potenz von P zu allen drei
Kreisen gleich ist, liegt P auch auf der dritten Potenzgeraden. O

Die Bedingung ‘MlMZHMlM’Z‘ =1/ bei der 2. Behauptung charakterisiert Punkte M, und M2',

die durch Spiegelung am Kreis um M1 mit dem Radius r1 auseinander hervorgehen. Dies wird
in Abschnitt 9 erldutert.
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8. Kreisbuschel
Definition : K1 zu K(M,; 1, ; X; y) und K2 zu K(M,; 1, ; x; y) seien zwei Kreise mit

verschiedenen Mittelpunkten. Unter dem von Ky und Kz erzeugten Kreisbiichel B verstehen
wir die Menge der Kreise, die durch eine Gleichung
@A-2)-K(My; 5 x5 y)+A-K(M,; 1, ; x; y)=0 mit L eR beschrieben werden. Je

nachdem, ob die Zahl der gemeinsamen Punkte von K; und Kz 2, 1 oder 0 ist, nennt man das
Biichel elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch. Die Potenzgerade g von K1 und K heif3t
Potenzgerade des Buschels. Fligt man die Potenzgerade zum Kreisbuschel hinzu, bezeichnen
wir die Kurvenmenge als ,erweitertes Kreisbiischel’. Wir nennen zwei erweiterte Biischel
,orthogonal’, wenn jedes Element (Kreis, Nullkreis oder Gerade) des einen Biischels
orthogonal zu jedem Element des andern Biischels ist. Dabei wird ein Nullkreis als orthogonal
zu einer Kurve angesehen, wenn der zugehorige Punkt auf der Kurve liegt.

]
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Abb. 12
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g ist dann Potenzgerade zu zwei beliebigen Kreisen des Bischels, weil

1-1)-K+a-K, —((A—p)- K +u-K, )= (u-1)-(K,—K,) .Falls a-x+b-y+c=0 eine
Gleichung von g ist, gibt es genau eine Zahl p mit a-x+b-y+c=K, -K,. Dann gibt es zu
jedem Kreis K von B genau eine Zahl 3, so dass der normalisierte Term von K gleich
K(M; 1 ; x;y)+8-(a-x+b-y+c) ist. Dennaus K=(1-1)-K, +1-K, folgt

K=K, +A-(K,-K) =K, +A-p(a-x+b-y+c). Darum wird das von Ky und Kz erzeugte
Buschel eindeutig durch einen Kreis darin und die Potenzgerade bestimmt.

Das von Ky und Ky erzeugte erweiterte Biischel wird durch

{n-K +1-K,Ju,h eR, p=0 oder A =0} beschrieben,

Verschiedene Parameter A in (1-1)-K(Mg; 1, ; X; y)+A-K(M,; r, ; x; y)=0 fiilhren zu
verschiedenen Kreisen.

Zwei verschiedene Kreise des Bischels haben stets die gleichen Schnittpunkte wie K1 und Ka.
Nach der zweiten Behauptung von Satz 9 sind zwei erweiterte Kreisbuschel genau dann
orthogonal, wenn ihre Potenzgeraden orthogonal sind.

Abbildung 12 zeigt ein Paar orthogonaler Kreisblschel, von denen eines elliptisch ist und das
andere hyperbolisch. Die Kreise des elliptischen Biischels gehen alle durch die weif3
markierten Punkte, welche zu den Nullkreisen des hyperbolischen Biischels gehéren. Die
Zentren der Kreise des elliptischen Buschels liegen auf der schwarz gezeichneten
Potenzgeraden des hyperbolischen Buschels. Auf der Potenzgeraden des elliptischen Biischels
liegen die Zentren des hyperbolischen Biischels. Alle Kreise des einen Bischels sind
orthogonal zu denen des anderen.
Satz10: Ki zu K(My; 1, ; x; y) und K2 zu K(M,; 1, ; X; y) seien zwei Kreise mit
verschiedenen Mittelpunkten. B sei das von Ky und K> erzeugte erweitete Buschel.
a-X+b-y+c sei ein Term der Potenzgeraden j von B .

1. Wenn P (xp ; yp) ein Punkt ist, der nicht auf der Potenzgeraden von B liegt, dann gibt

es genau eine Zahl A, fir die der Buschelkreis (1-1)-K;+A-K, durch P geht.

2. (1-2)-K+1-K, ist der Kreis mit dem Mittelpunkt (1-A)-(X;;y,)+A-(X,;Y,) und
dem Radius-Quadrat R(L)* := ‘Mler v —x-(‘Mlmz‘z —rZ+r2)+1].

3. 1z sei die Anzahl der gemeinsamen Punkte von K und K>, Dann ist die Anzahl n der
Nullkreise in B gleich 2—z.

4. Es gibt genau ein zu B orthogonales erweitertes Blischel B *. Die gemeinsamen
Punkte von B * sind die Punkte der Nullkreise von B und umgekehrt.

Beweis : 1. Die Gleichung (1-1)-K(My; 1, ; X, ; yp)+x K(My; 1, X, 5 ¥,)=0 st
eindeutig nach A auflosbar, es sei denn K(M L Xe s Ye)—K(My; 1,5 X, 5 Y, )=0; dann
liegt P aber auf der Potenzgeraden.

2. (1-2)-K(M;; 1 x5 y)+A-K(My; 1, 5 X5 y) =
(X—((l—?x.)-Xl+7vX2) +(y_((1_7b)'y1+7vy2) -
(_7"'(1_7‘)'(()(1_)(2)2+(y1_y2)2)+(1_7b)'r12+7Vr22)
und
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—A- (1_7‘) '((Xl _Xz)z + (yl _yz)z) +(1_7\') ' I‘12 +A- r22 =
JE—) _2
MM, |22 = (MM [ =17 +12) 417
3. (1-1)-K(My; 1 ; x5 y)+A-K(M,; 1, ; x; y)gibt genau dann einen Nullkreis an, wenn
R(A) gleich Null ist. Die Diskriminante der quadratischen Gleichung R(1) = 0 ist

2 — —
(‘MlMZ‘Z —r; +r12) —4.‘M1M2‘2 -r? :(‘MlMZ‘Z —(rl—rz)z)-(‘MlMZ‘2 —(rl+r2)2). nisto, 1
oder 2 je nachdem diese Diskriminante kleiner, gleich oder groRer als Null ist. Sie ist kleiner
als Null genau dann, wenn ‘Mle‘ im Innern des Intervalls [|rl—r2|;rl + r2:| liegt, also wenn

die Kreise zwei Schnittpunkte haben. Sie ist genau dann gleich Null, wenn ‘MlMZ‘ auf dem
Rand des Intervalls [|r1 AN rz] liegt, also wenn z = 1 ist. Und sie ist groRer als Null

genau dann, wenn ‘Mle‘ auBerhalb des Intervalls [|rl—r2|;rl+r2:| liegt, also kein

Schnittpunkt vorhanden ist.

4. Wenn K3, Ks und Ks drei Kreise sind, die alle drei orthogonal zu K1 und K> sind, dann
liegen ihre Mittelpunkte auf der Potenzgeraden j vonB . Der Kreis in dem von Kz und K4
erzeugten Bischel, der den gleichen Mittelpunkt wie Ks hat, hat auch die gleiche Potenz zu
K1 und K, also auch den gleichen Radius und stimmt darum mit Ks tiberein. Darum gibt es

nur ein zu B orthogonales erweitertes Biischel B *.
Ein gemeinsamer Punkt P aller Kreise von B * liegt auf einem Kreis von B , der in P von

allen Kreisen in B * senkrecht geschnitten wird. Darum muss dieser Kreis ein Nullkreis sein.
Die Umkehrung gilt ebenfalls, weil die Orthogonalitit eine symmetrische Relation ist. O

Die Gleichung (1-2)-K(M;; 1, ; x; y)+A-K(M,; 1, ; X ; y) =0 hat genau dann keine

Losungspaar (X ; y), wenn R(A) kleiner als Null ist. Genau fiir diese Zahlen A ergibt sich also
kein zugehdriger Kreis. Dies ist nur bei hyperbolischen Biischeln fiir die Parameter

A moglich, die zwischen den Parametern der beiden Nullkreise liegen.

Aus Satz 10 folgt, dass der gemeinsame Punkt P in einem parabolischen Bischel B auch zu
seinem Nullkreis gehort. B *hat ebenfalls P als gemeinsamen Punkt, und gehort auch zu
seinem Nullkreis. Die Potenzgerade von B bzw. B * ist Tangente an alle Kreise von B bzw.
B*.

9. Spiegelungen am Kreis

Definition : Unter der Spiegelung ok an einem Kreis K mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r > 0 verstehen wir die Abbildung der Menge der Punkte P # M des R?, die dem
Punkt P folgenden Punkt P’ zuordnet:

P’ ist der Punkt auf der Geraden MP, fiir den ‘M_P' .

W‘ =r? gilt, so dass M nicht zwischen P
und P’ liegt.

Der in der 2. Behauptung von Satz 9 genannte Punkt My’ ist also nicht nur das Spiegelbild bei
Spiegelung an der Geraden j, sondern auch bei Spiegelung am Kreis K.
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Hilfssatz 2 : Ko sei ein Kreis um M(0 ; 0) mit dem Radius r und oo die Spiegelung daran.
Dann gilt:

Beweis : 1. Es ist ‘M_P’

1.

2.

2

2
p':( r-x . fr yzjistdas Bild Poo von P(x ; y).

X2 +y? X2 +y

a’ +b*-s?
r’ '

Wenn p # 0 ist, dann ist die Menge der co-Bildpunkte zu den Punkten von K die

K1 sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt (a ; b) und dem Radius s. Sei p =

Punktmenge des Kreises zu [1—£j~ K, +1~ K, mit dem Mittelpunkt [E;Ej und
p H Hop

S
il
der Punkte auf der Potenzgeraden von Ko und K. Diese hat dann die Gleichung
a-X+b-y—0,5-r> =0 und ist parallel zur Tangente an Ky in M.

g sei die Gerade mit der Gleichung a-x+b-y+c=0. Seiv:= %

dem Radius

‘ . Andernfalls ist die Bildmenge von Punkten P # M in K1 die Menge

Wenn ¢ # 0 ist, dann ist die Menge der co-Bildpunkte zu den Punkten von g die

Punktmenge des Kreises zu K, +E-(a-x+ b-y+c) mit dem Mittelpunkt [—E;—Ej
v A% A%
2 2

va+b” . Dieser Kreis geht durch (0 ; 0) und hat dort eine Tangente

und dem Radius
v

parallel zu g.

Im Fall ¢ = 0 ist die Bildmenge die Menge der Punkte # M auf g.

Die Vereinigungsmenge eines Kreisbuschels mit ihrer Potenzgeraden wird durch oo

auf die Vereinigungsmenge eines Kreisbiischels mit ihrer Potenzgeraden abgebildet.

r2 5 > r.2 r.2

oy VY T ey e

r-X r

2 2
2. Aus P’ = Paoo folgt P’co=P. Sei P’ der Punkt (x ; y). Dann ist P’cg = ( ; y j

X2+y2 ’X2+y2

P’ ist genau dann Bild eines Punktes von K1, wenn P’co auf Ki liegt, wenn also gilt:

|

2

rz.x
x> +y?

2 rz 2
—aj +[ > yz—bJ —s? =0, also wenn
X2 +y

(@®+b*=s?)-(x* +y?)—(2-a-x+2-b-y—r?)-r* =0 gilt.
Im Fall p # 0 errechnet man daraus die dquivalente Gleichung

|

X__
u

aj +(y—9j —(ij =(1—£j~(x2+y2—r2)+1~((x—a)2+(y—b)2—32)=0,
1l

n) (p o

andernfalls a-x+b-y—0,5-r*=0.

Die Potenzgerade von Ko und Ky hat fir p = 0 die Gleichung

2-a-x+2:-b-y—r’ =((x—a)* +(y—b)*—s*)—(x* +y* —r*) = 0. Da die Gleichung der
Tangente an K1 in M (x—a)-(-a) + (y —b)-(—=b) —s® =0 ist, ist die Potenzgerade parallel zu
dieser Tangente.
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3. Analog ergibt die Einsetzung in die Gleichung a-x+b-y+c=0:

2 2

re.x re.
a-— 2+b.2y
X +y X +y

die Gleichung aquivalent mit
2 2 [ o 2 2
(x+ij +(y+9j —[a—erJ =(x2+y2—r2)+z-(a~x+b-y+c):0. Der Kreis geht
A% A% A% A%
2
2 2
(y bj b (\/a b J o die

~+Cc=0.Falls c =0 ist ergibt dies die Gleichung von g. Andernfalls ist

durch (0 ; 0) und hat dort die Tangente (x +Ej-3+
A%

V) V \% v

parallel zu g ist.

4. Die abzubildende Vereinigungsmenge sei durch die beiden Kreise Ki und K, mit den
Termen (x—a)%+(y—b)?—s? und (x—4a)? +(y—b)? —§? bestimmt. Dann beschreiben die

Gleichungen p-K, +A- Kl =0 alle Kurven der Vereinigungsmenge, sofern A und p nicht

2 2

re-x . reey ). .
x2+y2’x2+y2jm p-K, +A-K,; und

beide gleich Null sind. Die Einsetzung von [

anschlieRende Multiplikation mit x* +y? ergibt
n-(@%+b*=s?)-(x*+y)-(2-a-x+2-b-y—r?-r?
+h- (82 +D2—-8%)- (x*+y?) - (2-4-x+2-b-y—r?)-r2.

Dies ist eine Linearkombination der Terme fiir die Bilder von K1 und K, . O

Wenn im folgenden Satz 11 zur Beschreibung der Eigenschaften der Kreisspiegelungen die
GroRe! (Kl; KZ;S) eines Winkels zu einem Kreispaar (K1; K2) in einem Schnittpunkt S

benutzt wird, dann wird darunter die GroRe des Winkels zwischen Tangenten in S verstanden.
Dies gilt entsprechend, wenn Ky oder K> durch eine Gerade ersetzt wird. Da wir auf den
Kreisen oder Geraden keine Orientierung auszeichnen, identifizieren wir die WinkelgroRRe o
mit a+180° und a-180°, wir rechnen also mit Winkelgroen ,modulo 7’ statt ,modulo 27’.
Dadurch wird auch bei nicht orientierten Tangenten die WinkelgroRenbestimmung eindeutig
und es gibt einen eindeutigen Zusammenhang zwischen o und dem Kosinus von a. Kreise,
die sich berlhren, haben dann im Berlhrpunkt die GroRe des Schnittwinkel Null, unabhéngig
davon, ob sie sich innen oder auf3en berthren.

Stets gilt U (K;; K,;S)=— (K,; K;;8)=180°-0 (K,; K;;S).

Wenn Ky und Kz gemeinsame Punkte S; und S, haben, dann ist

0 (K KyiS) =0 (K, Ki3S,).

Fur zwei Kreise mit den Mittelpunkten M1 und Mg ist die GroRe [ (K;; K,;S)des
Schnittwinkels in einem gemeinsamen Punkt S gleich [J M;SM, modulo r. Die Winkelgréiie

ergibt sich also dadurch, dass man den Vektor S—I\/I1 gegen den Uhrzeigersinn in die Richtung
von SM, dreht und beim Drehwinkel 180° abzieht, falls er nicht kleiner als 180° ist.
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Satz 11 : Ky sei ein Kreis zu K(M,; 1, ; X ; y) mitr1 >0 und o1 die Spiegelung an K1, K

und K3 seien zwei weitere Kreise, g eine Gerade und P ein Punkt mit dem Bild P’ = Po1 #P.
Dann gilt:

1. oy istinvolutorisch, d. h. die Hintereinanderschaltung o1o71 ist die identische
Abbildung.

2. Wenn Kz nicht durch M geht, dann bildet o1 den Kreis K2 auf einen Kreis im von K
und Kz erzeugten Buschel ab, der nicht durch M1 geht. Wenn Kz ein Nullkreis ist,
dann auch das Bild davon.

Wenn M auf K liegt, dann bildet o1 den Kreis Kz in die Potenzgerade von Ky und Kz
ab, die parallel zur Tangente in My ist.

3. Wenn g nicht durch M geht, dann bildet o1 die Gerade g in den Kreis durch My im
von K und g erzeugten Biischel ab. Die Tangente in M1 an diesen Kreis ist zu g
parallel.

Wenn My auf g liegt, dann bildet o1 die Gerade g in sich ab.

4. Kiliegt in dem Biischel, das von den Nullkreisen zu P und P’ erzeugt wird.

o1 bildet jeden Kreis des Buschels in einen Kreis des Buschels oder die zugehorige
Potenzgerade ab.

Die Spiegelung an jedem Kreis dieses Biischels, der kein Nullkreis ist, bildet P in P’
ab. Dies gilt auch fur die Spiegelung an der Potenzgeraden des Buschels.

5. Wenn P und P’ beide auf K (bzw. g) liegen, dann wird K (bzw. g) durch o1 auf sich
abgebildet und K> (bzw. g) ist orthogonal zu K.

6. P sei ein Schnittpunkt der Kreise K> und Ks. K2’ , K3’ seien die Bilder bei der
Spiegelung o1. Dann ist [ (K,; K;;P)=0 (Kj; K3 P').

Wenn man K> oder Kz durch Geraden ersetzt, gilt die Winkelgrofien-Gleichung
ebenfalls.

7. Ein erweitertes Kreisbuschels wird durch o1 auf ein erweitertes Kreisbiischel
abgebildet.

Beweis : 1: ergibt sich unmittelbar aus der Definition.

2. folgt aus Hilfssatz 2 falls M1 der Punkt (0 ; 0) ist. Fur den allgemeinen Fall benutzen wir
die Verschiebung t:(X;y) = (X+X;;y+Y,), die (0; 0) in M1 abbildet. Bei dieser

Verschiebung und bei der Umkehrabbildung " werden Kreise in Kreise und Geraden in
Geraden abgebildet und auch die Inzidenz- und die Winkel-Relationen bleiben erhalten. oo sei
die Spiegelung an dem Kreis um (0 ; 0) mit dem Radius r1. Dann ist o, die

Hintereinanderschaltung t'c,t der Abbildungen t™, oo und t (nacheinander von links
nach rechts). Damit folgt 2. aus Hilfssatz 2.

3. folgt analog.

4. Das Bild des Nullkreises Kp zu P liegt nach 2. in dem von Ky und Kp erzeugten Biischel
und ist der Nullkreis zu P’.

Wenn K3z mit positivem Radius und Kz # Ky in diesem Buschel liegt, dann wird das Biischel
durch Kz und Ky erzeugt. Dann liegt das Bild Kzo1 nach 2. im gleichen Blschel oder ist seine
Potenzgerade.

Die Spiegelung an K3 bildet nach 2. Kp in Kp- ab, also auch P in P’.

Dass auch die Spiegelung an der Potenzgerade P in P’ abbildet folgt daraus, dass ihr Abstand
von P und P’ gleich ist.
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5. Wenn P und P’ beide auf K> liegen, dann liegt P auch auf K>c1. Beide Kreise Kz und Kzo1
liegen also in dem von Kp und Kp: erzeugten Buschel und haben einen Punkt aulRerhalb der
Potenzgeraden gemeinsam. Sie mussen darum gleich sein.

Die Potenzgerade des Biischels ist die Mittelsenkrechte von PP’. Darum liegt M2 auf der

— 2
Potenzgeraden. Die Potenz von M zu Kj ist also gleich der Potenz ‘MZP‘ zu Kp. Darum ist
Kz nach Satz 9 orthogonal zu K.

Wenn P und P’ auf der Geraden g liegen, dann geht g durch M1. Dann ist go1 =g und g
orthogonal zu K.

6. P sei ein Schnittpunkt der Kreise Kz und Ks. K2’ und K3’ seien die Bilder bei der
Spiegelung o1.

Es sei zundchst vorausgesetzt, dass die beiden Tangenten in P nicht durch M1 gehen. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Kreise KZ und KS durch My und P, die in P die gleiche Tangente

haben wie Kz bzw. Ks, und es gilt [ (K,; Kq;P)=[ (K3; Kz;Ml). K,o, und Ko, sind
nach der 2. Behauptung Geraden parallel zu den Tangenten an K, bzw. K, in M. Darum ist
0 (K3; Kz;Ml):D (Rscl;chl;P'). SchlieBlich ist [ (K301;K201;P’)=D (Kyo,:K,05P'),
weil sich K, und K, sowie K, und K3 in P beriihren und beriihrende Kreise auf Grund der
Erhaltung der Inzidenz durch Kreisspiegelungen in bertihrende Kurven abgebildet werden.

Wenn die Tangente an Kz in P nicht durch My geht, wohl aber die Tangente h an Kz in P,
dann wird h auf sich abgebildet, und h ist auch Tangente von K,c,. Dann ist

0 (K,; Ky;P) =0 (K3; h;Ml):D (R3cl; h;P’):D (Kyo1; K01 P').

Wenn die Tangenten an Kz und K3 in P beide durch Mz gehen, beruhren sich Kz und Kz in P
und folglich auch K2’ und K3’ in P’.

Wenn man K> oder Kz durch Geraden ersetzt, schliet man analog.

7.ergibt sich aus der 4. Behauptung von Hilfssatz 2 bei Anwendung der Verschiebung wie
beim Beweis der zweiten Behauptung. O

Satz 12 :

1. Kz und K3 seien zwei Kreise mit positiven Radien ry und r. Im Fall r1 # r2 gibt es eine
Kreis-Spiegelung ok, die K1 in K> abbildet; im Fall r1 = r; leistet dies eine
Achsenspiegelung on. Wenn Ky und Kz durch einen Punkt Q gehen oder senkrecht auf
dem gleichen Kreis (mit positivem Radius) oder der gleichen Geraden stehen, dann
gilt dies auch fiir K bzw. h.

2. Ky seiein Kreis und g eine Gerade. Dann gibt es eine Kreis-Spiegelung ok, die Ky in g
abbildet. Wenn K1 und g durch einen Punkt Q gehen oder senkrecht auf dem gleichen
Kreis (mit positivem Radius) oder der gleichen Geraden stehen, dann gilt dies auch
fir K.

Beweis : 1. K1 und Kz seien zunéchst die Kreise mit Mittelpunkten (x1 ; 0) und (xz ; 0) auf der

Rechtsachse und verschiedenen positiven Radien r1 und r2. K sei ein Kreis mit dem
Mittelpunkt (z ; 0) und dem Radius s.
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XL +X,-0
n+r,

LFall: r+1,>|MM,|, also (r,+1,)* > (X, —X,)*. Dann sei z = und

5= \/rl'rz'((r1+r2)2_(xl_xz)2)
[+,
(X,—1r,—2)-(X,—1,—2z)=s" , also (X, +1; 0)o, =(X,+r,; 0) und

. Esfolgt (x,+1,—2)-(X,+r,—2) =s* und

(x,—1; 0)ok =(x,—r,; 0), folglich auch Kiok = Ka.

: X=X,
2. Fall : 1, +1, <[MM,|, folglich (x, —x,)? > (r, +1,)* > (r,—r,)*. Dannsei z=-1-2 21
=

und s = \/rl'rz '((Xl_xz)2 _(rl_rZ)Z)
-
(X,—r,—2)- (X, +1,—2z) =s* , also (X, +1; 0)o, =(X,—1,; 0) und

. Es folgt (X, +1,—2)-(x,—r,—2) =s* und

(x,—1; 0)o, =(x,+r,; 0), folglich ebenfalls Kiok = K.

Wenn Kz und K> nicht auf der Rechtsachse liegen, kann man die Mittelpunkte durch eine
euklidische Kongruenzabbildung auf die Rechtsachse bringen und so auf den Spezialfall
zuriickfihren.

Im Fall r1 = r2 spiegelt man K1 an der Mittelsenkrechten der beiden Mittelpunkte.

Wenn Kz und K> durch einen Punkt Q gehen oder senkrecht auf dem gleichen Kreis (mit
positivem Radius) oder der gleichen Geraden stehen, dann gilt dies auch fiir K. Denn K liegt
in dem von Ky und K erzeugten Buschel.

2. Der Mittelpunkt von K1 sei M1(xz ; 0) und der Radius r1. g sei die Parallele zur Hochachse
durch (a; 0).

1.Fall : Ky und g haben einen gemeinsamen Punkt S. Fir den Kreis K durch S und dem
Mittelpunkt in einem von S verschiedenen Schnittpunkt von K1 mit der Rechtsachse gilt dann
Kiok = 0.

2. Fall : K1 und g haben keinen gemeinsamen Punkt. Wenn a > x; ist, dann bildet die
Spiegelung an dem Kreis um (X, —r,;0) mit dem Radius \/2-rl~(a—(x1—r1)) den Kreis K1 in

g ab, da das Bild von (x, —r;;0) der unendlich ferne Punkt von g ist und das Bild von
(X, +1,;0) der Punkt (a; 0). Fur a < x1 nimmt man den Mittelpunkt (x, +1,;0) und den Radius
V2.1 ((x +1) -a) .

Hier liegt K in dem von Kz und g erzeugten erweiterten Biischel mit g als Potenzgerade.
Darum gilt auch hier die Zusatzeigenschaft von K. O

10. Das Poincare-Modell

Mit den Bezeichnungen , Gerade’ und , Punkt” schlieBen wir an die Ausfiihrungen im ersten
Abschnitt an.

Definition :

e Die Menge der , Punkte’ des Poincare-Modells ist die Menge
{(w;s)|w,s eRund s> O} , also die Punktmenge der oberen Halbebene in einem

zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem, die von der Rechtsachse
begrenzt wird. Zur Kennzeichnung, dass (w ; s) ein , Punkt’ des Poincare-Modells ist
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benutzen wir das Hochzeichen '™, schreiben also (w ; s)°. Diese , Punkte’ nennen wir
P-Punkte.

Zur Definition der , Geraden’ bezeichnen wir die Halbgerade {(Wo;s) |s > O} parallel

zur Hochachse mit [wo]” . Wir nennen sie ,Meridiangerade’ . Wir geben jeder
Meridiangerade eine positive Orientierung durch Festlegung eines Durchlaufsinns von
oben nach unten, also von gréReren nach kleineren s-Werten. Den Halbkreis

{(W;S)‘(W—WO)Z +s?=s2und s > 0} bezeichnen wir mit [wo ; so]” und nennen ihn

,Kreisgerade’. Wir legen auf den Kreisgeraden eine positive Orientierung durch
Auszeichnung eines Durchlaufsinns in Richtung wachsender w-Werte. fest. Den Kreis
oder die Gerade, wovon die Kreisgerade bzw. die Meridiangerade ein Teil ist,
bezeichnen wir als den , Triger’ der , Geraden’. Wir nennen den , Punkt’ (Wo ; So)°
,Scheitelpunkt’ von [wo ; so]” und die Punkte (w,—s,;0) und (w, +s,;0) auf der
Rechtsachse ,Enden’ von [wo ; So]F.

Meridian- und Kreis-Geraden nennen wir P-Geraden.

Die Menge der , Geraden’ des Poincare-Modells ist die Menge aller P-Geraden, also

{[WO]P lw, e R} u{[wo; s,] [, eR und's, > 0}.

WinkelgroRen werden folgendermal3en festgelegt: Der Richtung einer
Meridiangeraden g wird in jedem Punkt Q auf g die RichtungswinkelgroRe £(g;Q)=
0° zugeordnet. Die RichtungwinkelgréRe a zeigt die Richtung an, die sich bei
euklidischer Drehung einer Meridiangeraden mit dem Drehwinkel o gegen den
Uhrzeigersinn ergibt. (Negative Werte von o gehéren zu einer Drehung im
Uhrzeigersinn mit dem Betrag von a als Drehwinkel oder gegen den Uhrzeigersinn
um 360°+a..) Die RichtungwinkelgroRe /(g;Q)einer Kreisgeraden g in einem
,Punkt’ Q auf g gibt dann die Richtung der Tangente in Q an. Dabei identifizieren wir
o nicht mit o +180° und a-180°, rechnen also ,modulo 2x’ . Die Gro3e des Winkels
zwischen zwei , Geraden’ g und h, die einem , Punkt’ Q gemeinsam haben, ist dann
Z(9;h;Q) = 4(h;Q)— £(9; Q). Da ,Geraden’ hdchstens einen Punkt gemeinsam
haben, schreiben wir statt /(g;h;Q) auch £(g;h). Wenn sich zwei , Geraden’ ¢, h
auf der Rechts-Achse bertihren, definieren wir £(g;h) =0° und nennen g und h
,hyperbolisch parallel’. Auch zwei Meridiangeraden g, h nennen wir hyperbolisch
parallel und ordnen die WinkelgréRRe Null zu.

Unter dem signierten P-Abstand des , Punktes’ Q = (w ; s)° auf der Kreisgeraden g =
[Wo ; so]” von deren Scheitelpunkt S(wo ; so)° verstehen wir (analog zur

Pseudosphére) die Zahl d(wo: so : W) := 0,5-In S - W=Wo) _ g 5 1p W=(Wo =So)
So_(W_Wo) (Wo+so)_W
Wenn C das Zentrum (wo ; 0) von g ist und o die GroRe des Winkels QCS, dann ist

1+sin(a)
1-sin(a)
Punkten auf g ergeben sich aus d(wo; So ; W) durch Differenzbildung. Auf einer

Meridiangeraden [wo]" ist der signierte Abstand vom P-Punkt (wpo ; s1)° zum P-Punkt

d(wo; So; w) = 0,5-In . Signierte P-Absténde zu von S verschiedenen

(wWo ; s2)° gleich Ins—l. Nicht signierte P-Abstande ergeben sich daraus, indem man
S2
die Betrage nimmt. Wir bezeichnen den so definierten (nicht-signierten) P-Abstand

zwischen , Punkten’” Q und R mit H@HP .
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w-— (Wo — So)
(W, +5S,)—W
an, in dem der Punkt (w ; 0) auf der Rechtsachse die Strecke zwischen den Enden von

[Wo ; so]” teilt. Der signierte P-Abstand von (W ; s1)° nach (w2 ; s2) auf [wo ; so]” ergibt

Der Quotient , der in der Abstandsbestimmung vorkommt, gibt das Verhaltnis

sich aus d(wo;so;wz)—d(wo;so;wl)=0,5-Inw—0,5-lnw=
(Wy+5,)—W, (W +5Sy)—W,
W, = (Wo —So)
0,5-In (W +S) =W, . Hierbei gibt der Doppelquotient das Verhaltnis zweier
w, — (W, —S,)
(Wo +So)_W1

Teilverhiltnisse an, also ein ,Doppelverhéltnis’. Die Zahl so ist flr w, = w, eindeutig
bestimmt, da verschiedenen , Punkte’ genau eine , Verbindungsgerade’ haben.

Diese Malibestimmung geht auf Arthur Cayley(1821-1895) zuruick.

Abb. 13
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Aus der Definition ergibt sich, dass den kartesischen Koordinaten w und s im Poincare-

Modell die GréRen w und % bei der Pseudosphére entsprechen, die dort fur die

Polarkoordinaten-Darstellung benutzt wurden. Die Abbildungen 13 und 14 verdeutlicht den
Zusammenhang zwischen Poincare-Modell und Pseudosphére. Die gelb-graue Verbindung
des gelben und blauen Punkts im Poincare-Modell entspricht dem Nullmeridian der
Pseudosphére in der nullten Schicht, die Parallele dazu dem Nullmeridian in der ersten
Schicht der Riemann-Fl&che. Die gelb-graue Parallele zur Rechts-Achse entspricht dem
unteren Rand der Pseudosphére. Der Teil des Poincare-Modells zwischen dieser Geraden und
der Rechts-Achse hat keine Entsprechung bei der Riemann-Flache der Pseudosphare.
Wahrend sich in Abbildung 13 die Hohen-Geodaten in einem Punkt schneiden, ist das in
Abbildung 14 auf der Pseudosphére nicht der Fall, dennoch sind die P-HOhen-Geraden im
Poincare-Modell auch hier kopunktal.

W;’%ﬁﬁﬁ'{ o -f ZOCAN ;l} “‘ﬁ “ﬁi‘%‘m\
TS B
B NSy e mt e wle 50,
RV ST
il %\\‘ A ﬁf’f‘?@ 1]
. — 4
=
Abb. 14
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Zur Untersuchung der Geometrie des Poincare-Modells betrachten wir folgende
Grundaufgaben:

1. Finde zu zwei P-Punkten A und B eine P-Verbindungsgerade g.

2. Finde zu zwei P-Geraden g und h einen P-Schnittpunkt A.

3. Finde zu zwei P-Geraden g und h ein gemeinsames P-Lot j, d.h. eine P-Gerade, die
sowohl zu g als auch zu h orthogonal ist.

4. Finde zu einem P-Punkt A und einer P-Geraden g ein P-Lot zu g durch A.

5. Finde zu einem P-Punkt A und einer P-Geraden g ein P-Gerade durch A, die zu g
hyperbolisch parallel ist.

Wir suchen zundchst konstruktive Losungen mit Zirkel und Lineal und geben dann in Satz 12
rechnerische Losungen an.

Aufgabe 1 : Wenn A und B auf einer Meridiangeraden liegen, dann ist diese eine

P-Verbindungsgerade. Andernfalls schneidet die Mittelsenkrechte von A und B die
Rechtsache in einem Punkt M, der Mittelpunkt einer P-Geraden g durch A und B ist. Eine P-
Verbindungsgerade gibt es also immer und sie ist flr verschiedene Punkt A, B eindeutig.

Aufgabe 2 : Diese Aufgabe ist offenbar nur unter Bedingungen Idsbar. Verschiedene
Meridiangeraden haben keinen P-Schnittpunkt. Eine Meridiangerade g und eine Kreisgerade h
haben nur dann einen P-Schnittpunkt, wenn der Abstand des Mittelpunkts von h kleiner ist als
der Radius. Zwei Kreisgeraden haben nur dann einen P-Schnittpunkt, wenn der Abstand ihrer
Mittelpunkte Kleiner als die Summe der Radien ist.

Wenn es einen P-Schnittpunkt gibt, dann ist er eindeutig.
Augabe 3 :

0 Mq M; Mn 9m
Abb.15

In Abbildung 15 sind g und h Kreisgeraden ohne einen gemeinsamen P-Punkt und ist m ein
beliebiger Kreis, der g und h schneidet. Q ist der Schnittpunkt der Potenzgeraden von m, g
und m, h. Die Potenzgerade k von g, h geht nach Satz 9 durch Q und ist orthogonal zur
Verbindungsgeraden der Mittelpunkte Mg und My. M;j ist der Schnittpunkt von k mit der
Rechtsachse. Sg und Sy sind die Schnittpunkte der Thaleskreise tber MgM; bzw. MrM; mit ¢
bzw. h. Der Kreis j um M;j durch Sq und S steht dann nach Satz 9 senkrecht zu g und h. Die
Dreiecke M;SqMg und M;ShMp haben also einen rechten Winkel bei Sq bzw. Sh.

Diese Konstruktion ist auch dann durchfiihrbar, wenn g und h einen P-Punkt gemeinsam
haben. Dann liegt der Mittelpunkt des zu g und h orthogonalen Kreises aber nicht auf der
Rechtsachse. Wenn g und h ein Ende gemeinsam haben, liegt M; zwar auf der Rechtsachse,
der zugehorige Kreis hat aber den Radius Null, gehort also zu keiner Kreisgeraden.
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Wenn g eine Kreisgerade und die zweite P-Gerade eine nicht scheidende Meridiangerade ist,
dann erhalt man eine gemeinsame Orthogonale, indem die Meridiangerade die Rolle von K in
Abbildung 15 Gbernimmt.

Die Konstruktion zeigt, dass es zu je zwei P-Geraden, die keinen P-Punkt gemeinsam haben
und nicht hyperbolisch parallel sind, genau eine P-Gerade gibt, die zu beiden orthogonal ist.
Das bedeutet insbesondere, dass ein Viereck mit drei rechten Winkeln, bei dem keine
Eckpunkte zusammenfallen, keinen vierten rechten Winkel haben kann.

Dieser Sachverhalt ergibt sich auch aus den Eigenschaften der im vorigen Abschnitt
untersuchten Kreisbiischel. Denn wenn zwei Kreise keine gemeinsamen Punkte haben, dann
erzeugen sie ein hyperbolisches Biischel aus Kreisen, zu dem die Kreise des zugehoérigen
orthogonalen elliptischen Buschels ihren Mittelpunkt auf der Potenzgeraden des
hyperbolischen Bischels haben.

Aufgabe 4 (siehe Abb. 16): Zur Konstruktion der P-Lotgeraden j vom P-Punkt A auf die P-
Gerade g wird ein beliebiger Kreis m durch A benutzt, der den Halbkreis g schneidet. Die
Potenzgerade von m und dem Nullkreis von A ist dann die Tangente an m in A. Man erkennt
dies, indem man den Nullkreis als Grenzfall eines Kreises um A mit positivem Radius
ansieht, dessen Radius gegen Null strebt. Der Schnittpunkt Q dieser Tangente mit der
Potenzgeraden von g, m liegt dann auf der Potenzgeraden k von g und dem Nullkreis von A. k
ist darum nach Satz 9 die Lotgerade von Q auf die Verbindungsgerade von Mg und A. Der
Schnittpunkt von k mit der Rechtsachse hat darum die gleiche Potenz beziiglich g und des
Nullkreises von A. Darum hat der Beriihrpunkt Sq der Tangente von M;j an den Halbkreis g

den gleichen Abstand von M; wie A von M;. Der Kreis j um M; mit dem Radius ‘W\‘ geht
darum durch A und steht senkrecht zu g.

Diese Konstruktion gelingt nur dann, wenn A nicht auf einer Meridiangeraden durch Mg liegt.
In dem Fall ist aber diese Meridiangerade ein P-Lot von A auf g.
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Aufgabe 5 : Q sei ein Ende von g. Wenn Q auf einer Parallelen durch A zur Hochachse liegt,

ist die zugehorige Meridiangerade eine gesuchte hyperbolische Parallele. Andernfalls
schneidet die Mittelsenkrechte von A und Q die Rechtsachse in einem Punkt My, der

Mittelpunkt einer Kreisgeraden h durch Q ist. Das Verfahren fuhrt fir jedes Ende zu einer
eindeutigen hyperbolischen Parallelen.

Diese Konstruktionen zeigen folgende Grundeigenschaften, die in jedem vollstandigem
Modell der hyperbolischen Geometrie erfillt sind:

1.
2.

Zu je zwei verschiedenen , Punkten’ A und B, gibt es genau eine , Verbindungsgerade .
Zu je zwei verschiedenen , Geraden’ g und h, die nicht hyperbolisch parallel sind, gibt
es entweder genau einen gemeinsamen , Punkt’ oder genau eine gemeinsame
,Senkrechte’.

Zu jedem , Punkt’ A und jeder ,Geraden’ g gibt es genau eine , Gerade’ durch A, die
senkrecht zu g ist.

Zu jeder ,Geraden’ g und jedem ,Punkt’ A, der nicht auf g liegt, gibt es genau zwei
,Geraden’ durch A, die zu g hyperbolisch parallel sind.

Von diese Grundeigenschaften ist auf der Riemann-Flache der Pseudosphare mit den
Geodaten als , Geraden’ nur die 1. Eigenschaft erfillt. Insofern représentiert sie nur eine
unvollstidndige hyperbolische Geometrie. ,Hyperbolisch’ ist die Geometrie der Pseudosphére
dennoch, da Winkel- und Abstands-Beziehungen die gleichen sind wie im Poincare-Modell.

11. Inzidenz und Orthogonalitat im Poincare-Modell

Satz 13 klart die Inzidenz- und Orthogonalitats-Eigenschaften des Poincare-Modells mit
algebraischen Methoden.

Satz 13 : Gegeben sei das Poincare-Modell mit der Punktmenge PP und der Geradenmenge

G
1. Inzidenz: (w; s)” € P” liegt auf der Kreisgeraden[w, ; s,]” genau dann, wenn
(w, —w)? =s2 —s’. Er liegt auf der Meridiangeraden [w,]” genau dann, wenn
Wy =W.
2. Verschiedene P-Punkte (w; ; sl)P und (w, ; sz)P haben stets genau eine P-
Verbindungsgerade.
2 2 2 2
Im Fall w, #w, ist es die P-Gerade [w, ; s,]° mit w, = Wi mWo #5979 g
2'(W1 Wz)
(2 +S5+ (W, —wW,)?)* —4-s2 .55
S=W—W2+SZZ\/1 2 1 2 1792
o =\(Ws =W, +5] 2w,
Im Fall w, =w, ist es die P-Gerade [w, ] .
3. Orthogonalitat : Die P-Gerade [w, ; s,] schneidet die P-Gerade [w, ; s,] genau

dann senkrecht in einem P-Punkt, wenn (w, —w,)* =s’ +s,” gilt. Der P-Schnittpunkt

2
, s S, S
istdann | w, + —t—;—-2_ |,
W, —W, |W2_W1|
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[w, ; sl]P schneidet die P-Gerade [w,]” genau dann senkrecht in einem P-Punkt,
wenn w, = w, . Der P-Schnittpunkt ist dann (w, ; s,)’.
4. gi:[w,;s,] undgz: [w,;s,] seien verschiedene P-Geraden.
1. Fall: |5 +s;—(w,~W,)’|=2-s, s, . Dann sind g1 und g hyperbolisch parallel.
2. Fall: ‘sf +s; —(Wl—WZ)Z‘ <2-s,-s, . Dann gibt es einen einzigen gemeinsamen
P-Punkt , ndmlich

P
W2~ W2 —(s? —52) | /(87 +82 — (W, —W,)?)? +4-52 57
2- (W, —w,) 2-|w, —w,|

3.Fall: |57 +s5—(w, —w,)’|>2-s, s, . Dann gibt es eine einzige gemeinsame
P-Lotgerade , namlich im Fall wi = w; die Meridiangerade [w1]” und sonst die

P
Kreisgerade Wy —W; = (5{ -S;) . \/(512+S§—(W1—W2)2)2—4.512.5§ |
2-(w, —w,) 2.|W1_W2|

Beweis : 1. Der P-Punkt (w ; s)” liegt auf der P-Geraden[w,, ; s,]” genau dann, wenn die

Punkte mit den kartesischen Koordinaten (wo ; 0), (w ; 0) und (w ; s) ein rechtwinkliges
Dreieck mit rechtem Winkel bei (w ; 0) bilden. Das ist aber dquivalent mit

(W, —W)? +s* =8,

2. [w, ; s,] ist genau dann P-Verbindungsgerade der P-Punkte (w; ; s,)” und (w, ; s,)",

wenn (w, —w,)* =f,-s2 +f,-s’ und (w,—w,)* =f,-sZ+f,-s> mit f, =1 und
f, =f, =—1gilt. Daraus folgt die Behauptung nach Hilfssatz 1.
3. Die P-Gerade [w; ; s,] schneidet die P-Gerade [w, ; s,]” genau dann senkrecht in einem

P-Punkt (W0 ; SO)P, wenn die Punkte mit den kartesischen Koordinaten (ws ; 0), (w2 ; 0) und
(wo ; so) ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei (wo ; So) bilden. Das ist nach dem
Satz von Pytharoras &quivalent mit (w, —w,)? =s? +s,”, (W, —W,)* =-s +s2 und

(w, —w,)? =s? +s2 und die zweite Behauptung von Hilfssatz 1 ist anwendbar.

4.1m Fall |57 +s5 — (W, —W,)?|=2-s, s, ist (W, —W,)* =s] +55—2-5,-5, = (5, —S,) oder
(W, —W,)? =s? +s5+2-s,-s, = (s, +5,)° . In beiden Unter-Fallen beriihren sich die zu g1 und
g2 gehorigen Kreise.

Wenn ‘sf +s? —(Wl—Wz)z‘ <2-s,-S,, dannist w, = w, und

P
W2 W2 —($2—52) (87 +82 — (W, —W,)?)? +4-82 -5

; gemeinsamer P-Punkt
2- (W, —w,) 2-|w, —w,|

(WO;SO)P =

von g: und g, Es ist der einzige gemeinsame P-Punkt . Dies folgt mit Hilfssatz 1 aus
(W, —w,)? =f,-s2+f -sZ und (W, —w,)* =f,-s>+f,-s2 mit f,=—Lund f,=f, =1.
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Wenn [} +55 — (W, —W,)’| > 25, -5, und w, =W, , dann ist

P

W2 W2 — (52 —52) /(S +55 — (W, —W,)))’ —4-5; -5]

2-(w,-w,) 2 |w, —w,|

[wy;s,IF = eine P-Gerade , die so

wohl auf g1, als auch auf g» senkrecht steht, und sie ist wieder nach Hilfssatz 1 die einzige.

Im Fall w1 = w; sind die Kreisgeraden konzentrisch und darum [w1]" die einzige gemeinsame
P-Lotgerade. |

Die erste Behauptung von Satz 13 macht den Zusammenhang zwischen der Riemann-Fl&che
der Pseudo-Spére und dem Poincare-Modell deutlich. Der Punkt der Riemann-Féache mit den
Polarkoordinaten (r ; w) liegt genau dann auf der Geddate [ro ; wo], wenn im Poincare-Modell

P P
(w;%) Punkt der Kreisgeraden {Wo;l} ist. Entsprechendes gilt auch fur die
0

P
Meridiangeraden. Die Einbettungs-Abbildung (r ; W)—)(W;%j ist also inzidenztreu. Wegen

der 3. Behauptung ist sie auch orthogonalitétstreu, und aus der Definition des Abstands im
Poincare-Modell folgt unmittelbar, dass sie auch den Abstand erhalt. In Satz 18 werden diese
Ergebnisse noch einmal zusammengefasst und um die allgemeine Winkeltreue ergénzt.
Vorher sollen aber noch weitere Eigenschaften des Poincare-Modells untersucht werden.

12. Kreise und Abstandskurven im Poincare-Modell
Satz 14 : Es sei H(ww ; sw)® ein P-Punkt und ¢ > 1 eine Zahl. K sei der (euklidische) Kreis

mit dem (euklidischen) Mittelpunkt E(WH;SE)P , Wobei s = O,5-(c+%j-sH und der

(euklidischen) Radius p, :=0,5- [c —Ej 'S, Ist.
c

(E steht fiir ,euklidisch’, H fiir ,hyperbolisch’.) Dann gilt:

1. Jede Kreisgerade durch H ist orthogonal zu K.
2. Alle P-Punkte auf K¢ haben von H den gleichen P-Abstand p,=In(c).
3. s =cosh(p,)-s,, und p, =sinh(p,)-S,,. sH ist das geometrische Mittel der s-Werte zu
den Schnittpunkten von K¢ mit der Meridiangeraden durch H und E.
4. Fur den Term von Kc gilt (w—w,,)2 +(s—s¢)" —p2 = (W—w,,)? +(5—5,,) +%-s mit
A:=(2—c-1/c)-s, . K liegt also in dem vom Nullkreis von H und der Rechtsachse

erzeugten Bischel.

5. og sei die euklidische Achsenspiegelung an einer Meridian-Geraden g oder die
Kreisspiegelung an einer Kreisgeraden g. Dann wird K. durch o4 auf einen Kreis
abgebildet, dessen Punkte von Hoyg alle den P-Abstand In(c) haben.

Beweis : Der P-Abstand und die Orthogonalitat verdndern sich nicht bei Verschiebung in
Richtung der Rechtsachse. Darum reicht es, den Beweis flir wy = 0 zu fuhren.
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1. Jede Kreisgeraden durch H kann mit einem Paar [w,;s,] mit s, :=/w? +s beschrieben

werden. Das Quadrat des Abstands ihres Zentrums vom euklidischen K. -Mittelpunkt ist
2

2 2
W§+O,25-(C+1j -s7,. Dieses Quadrat stimmt wegen O,25-(c—lj +1=O,25-(c+1] mit
c c

c

2
0, 25-(c—%) -sf, +s¢ (iberein. Nach dem Satz von Pythagoras sind die Kreise darum

orthogonal.
2. Der Kreis durch H zu [w,;s,]” mit s, = /w2 +s? hat die Gleichung
0=(w-w,)*+s*—s;. Die Gleichung von K¢ ist

2 2
0=w’ +(s—0,5-(c+%)-s,4j —[O,S(C—%j-SH) =w2+sz—(c+%]-sH -s+s7 . Die

Schnittpunkte der beiden Kreise haben die w-Koordinaten
S5 (C7 1)+ (5, (€ +D) + W (¢° 1))

+

: 4-w}-c*+s? - (c*+1)°

Der signierte P-Abstand des Schnittpunkts (w.;s, ) von H ist

0.5-1nWe=Wo=S0) 5 1y Z(Wo =So)

(WO+SO)_Wt (Wo+so) .
Die Einsetzung ergibt fiir w. bzw. w. den signierten P-Abstand In(c) bzw. —In(c).

Die P-Schnittpunkte der Meridiangeraden [0]° mit dem Kreis K¢ sind (0;c-s,, ) und

Sy S, C

=—In(c) und In
C-Sy H

(O;S—”], ihr P-Abstand von H also In =In(c).

c
3.s. =0,5-(e”™ +e ™) =cosh(p,)-s,, und p,=0,5-(e™ —e™)=sinh(p,)-s, . Die
Schnittpunkte der Meridiangeraden durch H und E haben die s-Werte s. +p. und s; —p¢,
deren Produkt s’ ist.

4. ergibt sich durch Ausmultiplizieren.
5. Da Spiegelungen an Parallelen zur Hochachse und Verschiebungen parallel zur

Rechtsachse den P-Abstand nicht verandern, muss die Aussage nur noch fur eine Kreisgerade
g mit Mittelpunkt im Ursprung gezeigt werden. r sei der zugehdrige Radius. Dann ist das Bild
rr-w  r’s

w2452 W2 +s

eines Punktes (w ; s)° durch ( 2] gegeben. Die Einsetzung dieser beiden

Komponenten fir s und w in den Term

2 2
(w-w,)? J{S_O’S'(H%)SHJ —(0,5-(C—£J-SH) von K¢ und anschlielende

c
2 2
L W* +S .
Multiplikation von ———- ergibt
Wi, +Sy,
c+l)rtes
, 217w, ) c H rt
T2 2 WHS - 2 2 S+ 2 -
S;, + Wi, S+ Wi Sp, + Wi



2 2
[ 2w ¥ 0,5-(c+i)-r2-sH 0.5-(c—ij-r2-sH
W —HJ +|s— =

W st + W, i+ W,
2 2
1 1
(W—WH)2+(S—O,5-(C+EJ~SH] —(0.5 c—Ej-sHj
: r’-w, r’-s, Ktes |
mit den Komponenten w, = ———- und s, = ———">- des Punktes H=Hg,.

Sy + Wi, Sp + Wi,

Nach 2. haben alle P-Punkte auf diesem Kreis von H den gleichen P-Abstand In(c). o

Aus der 5. Behauptung von Satz 14 folgt, dass nicht nur die euklidischen Achsenspiegelungen
an Meridian-Geraden den P-Abstand erhalten, sondern auch die Kreisspiegelungen an Kreis-
Geraden. AuRerdem bleibt nach Satz 11 der Betrag der euklidischen WinkelgréRe erhalten,
also auch die P-WinkelgroRe. Wie in der euklidischen Geometrie &ndern sich aber die
Vorzeichen beim signierten P-Abstand und auch bei der WinkelgroRe.

Definition : Die P-Spiegelung og4 an einer P-Geraden g wird darum folgendermafen definiert:

Im Fall einer Kreisgeraden g ist g die Restriktion der Kreisspiegelung an g auf die Menge
der P-Punkte, im Fall einer Meridiangeraden ist es die Restriktion der zugehorigen
euklidischen Achsenspiegelung.

Die P-Spiegelung oq an einen P-Punkt Q ist die Abbildung der Menge der P-Punkte auf sich,
fur die Qoo = Q gilt und die einen P-Punkt R # Q auf den Punkt R’ abbildet, der auf der P-
Geraden durch Q und R liegt und den gleichen P-Abstand von Q hat wie R.

Satz 14 zeigt, dass der P-Punkt H der P-Mittelpunkt von K ist, und folglich die P-Spiegelung
on den Kreis K¢ auf sich abbildet.

Wenn sich P-Geraden g und h im Punkt Q schneiden, dann gilt wegen der Winkel-Treue der
Kreis- und Achsen-Spiegelungen fur die Richtungwinkel

7(g:Q)~0 Q) =0 (h,g:Q) = (g,ho,;Q) =T (ho,; Q) ~11 (g: Q) , folglich
1 (ho,; Q) =20 (;:Q) -1 (h;Q).

Definition : Unter einem P-Kreis K mit P-Mittelpunkt H und P-Radius p, verstehen wir die
Menge der P-Punkte, die von H den P-Abstand p,, haben.

Aus Satz 14 folgt, dass die P-Kreise (hyperbolischen Kreise) die euklidischen Kreise sind, die
vollstandig in der oberen Halbebene der Rechtsachse liegen. Die P-Kreise mit dem gleichen
P-Mittelpunkt H liegen in dem hyperbolischen Kreisblschel, dessen Nullkreis-Punkte H und
der Punkt H’ sind, der durch Spiegelung von H an der Rechtsachse entsteht, und dessen
Potenzgerade die Rechtsachse ist. Die P-Kreise bilden die ,obere Hélfte’ der hyperbolischen
Kreisbiischel mit derartigen Nullkreis-Punkte-Paaren H , H’, wahrend die P-Geraden die
,obere Hélfte’ der elliptischen Kreisbiischel mit gemeinsamen Punkte H, H’ bilden, die
achsensymmetrisch zur Rechtachse liegen.
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Abh. 17

In Abbildung 17 sind verschiedene P-Kreise zu dem P-Zentrum H(0 ; 3)° rot eingezeichnet.
Sie ergeben sich konstruktiv aus den magentafarbenen rechtwinkligen Dreiecken mit einer

Kathetenldnge 3 und den Winkeln o e {10°; 20°;30°; 40°;50°} beim Ursprung N. Denn der
Kreis mit dem Radius 3 um N ist orthogonal zu allen roten Kreisen. lhre c-Werten sind

+tan(a), denn fir diese c-Werte ist O,5-(c+£} o1 und
c) cos(a)

darumc =

cos(a)

0,5-(0—%) =tan(a) . Die euklidischen Zentren dieser Kreise haben folglich die Koordinaten

0; 3 und die euklidischen Radien 3-tan(a) .
cos(a)

K schneidet die Hochachse in den Punkten S1(0;c-s,,) und Sz (O;S?H). Die Teilverhaltnisse,

in denen Sy und S> die Strecke HN teilen, unterscheiden sich folglich nur im Vorzeichen.

Die blau gezeichneten Halbkreise stellen Kreisgeraden durch H dar, auf denen im Beweis von
Satz 14 die Abstéande bestimmt werden. Jeder Punkt auf der Rechtsachse hat zu allen roten
Kreisen die gleiche Potenz. Die Halbkreise gehoren zu einem elliptischen Kreisbiischel und
die roten Kreise zum dazu orthogonalen hyperbolischen Kreisbischel.

Definition : Unter dem Abstand eines P-Punktes Q von einer P-Geraden g verstehen wir den
Abstand, den Q von dem P-LotfuRpunkt auf g hat. Die Menge der P-Punkte, die von g den
gleichen P-Abstand haben und auf der gleichen Seite von g liegen, bezeichnen wir als P-
Abstandskurve zu g.
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Satz 15:

1. h=[wo]" sei eine Meridian-Gerade und j eine Gerade durch den Grenzpunkt von h auf
der Rechtsachse mit einer Steigung a> 0. Die Menge der P-Punkte auf j sei mit j*
bezeichnet und die Menge der P-Punkte, die auf der Geraden ' liegen, der durch

Spiegelung von j an Rechtsachse entsteht mit j~. Dann haben die Punkte in j* U | alle

e 41

a

den gleichen P-Abstand |(In von h.

2. g=[wo;so]f sei eine Kreis-Gerade und k ein Kreis durch die Grenzpunkte von g. Die
Menge der P-Punkte auf k sei mit k* bezeichnet und die Menge der P-Punkte, die auf
dem Kreis k' liegen, der durch Spiegelung von k an Rechtsachse entsteht mit k™. Dann

haben die Punkte in k™ Uk~ alle den gleichen P-Abstand von g.

Beweis : Da Verschiebungen parallel zur Rechtsachse P-Absténde nicht verandern, reicht es,
den Satz fiir wo = 0 zu beweisen.

1.Q :(WQ; a-wQ)H sei ein P-Punkt auf j und m die zu h orthogonale P-Gerade durch Q. m ist
eine Kreisgerade [0 ; sm]” mit dem Zentrum im Ursprung und dem euklidischen Abstand

s, =v1+a’ “W,, des Urprungs von Q als Radius. Der P-LotfuBpunkt von Q auf h ist
Scheitelpunkt von m. Der signierte P-Abstand des Punktes Q von h ist darum

Vvi+a® +1 Vvi+a® +1)° _ V1t a’ +1

0,5-1In >m *Wo =0,5~In—=0,5-|n( 5 In ,» also unabhangig
Sm— W J1+a? -1 1+a°-1 a

von wg. Alle Punkte von j* haben darum den gleichen P-Abstand. Die Punkte von j entstehen

aus denen von j* durch Spiegelung an der Hochachse, haben also alle den signierten Abstand

Sm—W Sp+W Vvi+a® +1
0,5-In-= Q- 05N> —2=—|In—7F—=.
Sy + W, S — W, a

2. Der Kreis k und der Kreis zu g gehdren zu dem von den Grenzpunkten bestimmten
elliptischen Kreisbuschel. Alle Kreise des zu den Grenzpunkten gehdrigen hyperbolischen
Kreisbiischels sind darum orthogonal zu g und zu k. Die obere Hélfte eines derartigen Kreises
ist eine Kreisgerade m. Die Spiegelung an m lasst g und k fest und erhélt den WinkelgroéRen-
Betrag und P-Abstand. Wenn Q und Q’ zwei P-Punkte auf k* sind und der Mittelpunkt von m
der Schnittpunkt der euklidischen Gerade QQ’ mit der Rechtsachse, dann bildet om den Punkt
Q in Q’ ab und wegen gom = g den P-LotfulRpunkt von Q auf g in den Lotfulpunkt von Q' auf
g. Folglich haben Q und Q’ den gleichen Abstand d von g.

Da k bei Spiegelung an g in einen Kreis k”abgebildet wird und in den Grenzpunkten von g

1 (k;g) =0 (g;k™) , muss k' =k” sein. Darum haben alle Punkte von k™ ebenfalls alle den

gleichen Abstand d. i
13. MaRR-Form im Poincare-Modell

Ahnlich wie fiir die Pseudosphéare kann man auch fiir das Poincare-Modell eine MaR-Form
pg zur Berechnung von Langen und Winkeln mit Hilfe von Tangentenvektoren angeben.

Waéhrend man aber bei der Pseudosphére auf die euklidische MaRbestimmung bei VVektoren

im dreidimensionalen Raum R® zuriickgehen kann, muss man man beim Poincare-Modell an
die Definition von Winkelgréien und Abstéanden anschlieRen. Es ist das Ziel, zu jedem
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P-Punkt Q eine Funktion n, zu definieren, die jedem Paar von Tangentenvektoren (EE) in
Q das Zahlenpaar (HEHP HEHP -cos(oc);HEHP HEHP -sin(cx)) zuordnet, wobei Hfup eine noch zu

definierende Vektorlange ist und o die euklidische WinkelgroRe zwischen den beiden
Vektoren. Beim Winkel o, ist keine neue Definition nétig, weil die Winkelbestimmung im
Poincare-Modell mit der euklidischen tbereinstimmt. Darum gilt fur Tangentenvektoren
W, - W, +5; -S, W S, —W,, -S;

t, =(wi;s]) : cos(a) = 016 und sin(a) = ——2—"— L) mit euklischen Betragen
2 2
|t;| =/ w;? +s;* . Folglich ist
U e 1 2 R
Hq ( 2) o (Wi -w)+s;-8'); L (w;-s, —wj-s;) |. Die Quotienten i)

ergeben sich dadurch, dass man fur einen P-Punkt R den Abstand HQ_RHP durch den

euklidischen Abstand ‘Q_R‘ teilt und dann den Grenzwert fir R — Q bestimmt. Da

Malbestimmungen gegen Verschiebungen parallel zur Rechtsachse invariant sind, reicht es,
Punkte Q und R auf dem Halbkreis [0 ; so]” um den Ursprung und auf der Hochachse [0]" zu
betrachten. Sei Q(s, - cos(a);s, -sin(c)) und R(s, - cos(a.—B);s, -sin(a.—P)) , so dass also R
auf Q folgt, in Richtung der positiven Orientierung auf der Kreisgeraden. Dann ist

H@HP _05.nS8@=P*L o5 oS+ ‘Q_R‘ =2-5,-sin(0,5-PB). Die Ableitung
1—cos(a.—B) 1—cos(a)

nach B ergibt fir = 0 die Terme und So . Nach der Regel von de 1’Hospital ist also

sin(a)

— P
im IQRL_

- , also der Kehrwert des euklidischen Abstands von R von der
R-Q ‘QR s, -sin(a)

Rechtsachse.
Wenn Q und R auf der Hochachse liegen erhalt man das gleiche Ergebnis: Fir Q = (0 ; a) und

R =(0;a—b) mith >0 ist namlich HQ_RHP = Inﬁ und ‘@‘ =b. Die Ableitungen nach b

ergeben fur b =0 die Terme % und 1.

—P

]

Bemerkenswerter Weise sind also die Qotienten unabhdangig von der Richtung, anders

als im Beltrami-Klein-Modell.

Definition : Die MaR-Form des Poincare-Modells zu einem Punkt Q(wg ; Sg) und
Tangentenvektoren t, = (w/;s!) ist

[EPIAY I . ! 1 ! ! ! ! . 1 ’ ’ ! ’
Hg((wl’sl)’(wwsz)):(S_g'(wl'wz+31'52)1S_2'(W1'32_Wz'sl)}

Q Q
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Mit Hilfe von Matrizen kann man die erste Komponente der Mal3-Form beschreiben durch

3
5o W, N
-(wy-w)+s;-85) = (Wy,s;) 1 | und die zweite durch
S
0 - 2

’ i ry\ _ ! W'Z
'(Wl'sz_W2'51)—(W1’51) 1 g |
2

Um den Zusammenhang mit der MalR-Form der Pseudospare zu verdeutlichen, definieren wir
analog zu den Standard-Geodéatenfunktionen Bewegungsfunktionen fiir die P-Geraden., bei
denen man sich unter den Parametern w und r Zeit-Parameter vorstellen kann.

Definition : Die Funktion w — (W;Jsg —(W-w,)? ); W, —S, <W < W, +S, bezeichnen wir
als Standard-Bewegungsfunktion der Kreisgeraden [w,;s,]” und die Funktion

r— (WO;%] ;>0 als Standard-Bewegungsfunktion einer Meridiangeraden [wo]".

[w,;s,]” und [w,;s,]” seien zwei Kreisgeraden, die sich im P-Punkt Q=(w,;s,)" schneiden.

Die Ableitung von w —s = /s’ —(w—w,)* fir i e{1,2} istw — —(w-w)  _wi-w

\/Siz_(W_Wi)2 S

Tangentenvektoren im P-Punkt Q sind darum die Vektoren (w;s!) = Ll; W, _WOJ mit
SO

Bo (Wiis)): (wiss] )=£12-(1+812-(wi _WO)ZJ;OJ=

S0 0
2
(%-[H%-(Wi —WO)ZJ;OJ = [%'(M%'(Sf —SS)];O] = (S‘ OJ . Als normierter MaR-
So So So So So

5
Formwert fiir die Tangentenvektoren ergibt sich daraus mit dem Winkel oo zwischen den
2

Vektoren (COS(OL);Sin(oc))=( % + ~(W1—WO)~(W2—WO);S—O-(WZ—Wl)] . Dieser
1752 5175, 1792

. 1
Term entsteht aus entsprechenden in Satz 7 duch Ersetzung von ro durch —.
SO

Die Standard-Bewegungsfunktion einer Meridiangeraden [wo]® hat die Ableitung r — _rlz'

Der Tangentenvektor im Punkt Q ist darum (wyg;s;) :(0; —sé) und der MaR-Formwert

Ho ((Wg;sp); (wy;sy)) = (Siz(—sé W =W, j;siz-(—l-(—sg))] = (@;1} , ebenfalls im
0 0

0 S0

Einklang mit Satz 7.
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Zur Berechnung der Lange des Wegs auf dem Halbkreis [0 ; so ]© zwischen dem Scheitelpunkt
S =(0; so)’und dem Punkt Q = (wo ; Sq)” mit Hilfe der MaR-Form kann man folgendermaRen

vorgehen: Wir benutzen die GréRe o des Winkels als Variable, den der Ortsvektor NQ vom
Ursprung N zum Punkt Q auf diesem Weg mit der Rechtsachse bildet. Dann hat Q die
Koordinaten (s, -cos(a);s, -sin(a)) und —(—s, -sin(c);s, - cos(a)) ist der nach rechts
gerichtete Tangentenvektor in Q. Die P-Vektorlange ist nach der ersten Komponente der

\/sé (sin())? +s5 - (cos())® 1

Mal3-Form - =— , und die Wegléange berechnet sich aus dem
S, -sin(a) sin(a)
Oy W
Integral — _Lda, mit o, =arccos| —2 | und Minus-Zeichen, weil in Richtung
o5 Sin(ar) S,

W, +S
abnehmender o-Werte integriert wird. Es ergibt sich 0,5- Inﬁ im Einklang mit dem P-
Q o

Abstand.

Da HﬁHP HEHP -sin(a) den P-Flacheninhalt eines Parallelogramms angibt, dient die zweite

Komponente der Mal3-Form der P-Flachenberechnung. Wenn in einem Punkt Q(wq ; Sq) des
Poincare-Modells die orthogonalen Tangentenvektoren (Aw;0) und (0;As) gegeben sind, die

also ein Rechteck mit den kleinen Seitenlangen Aw und As aufspannen, dann ist der P-

Flacheninhalt davon ungeféhr i2~(AW-As—O~0) = AWZ' A \wobei der Fehler fiir
s s

Q Q
Seitenldangen — 0 verschwindet. Darum ergibt sich der
P-Fl&cheninhalt einer Fl&che F durch das

Integral “%dsdw . Wir wenden diese Formel auf die
S
F

Flache zwischen Hochachse, der Parallelen dazu durch
den Punkt B(b ; /s> —b? ), die oberhalb des

Halbkreises [so ; 0] liegt und folglich bis ins
Unendliche reicht. Sie entspricht der in Abbildung 6 So
markierten Flache auf der Pseudosphére. Aus —

b o b
1 1 b
—dsdw = | -—=——dw =arcsin — f0|gt
2 1
'(! S%J—Aw2 S .([ \/Sg -w? So B

dass der P-Flacheninhalt ¢ =90°—f ist, wobei 3 der o B

Innenwinkel der Flache F bei B ist. Dieses Ergebnis
entspricht dem bei der Pseudosphére. Man erschlief3t
daraus analog wie in Abschnitt 4, dass in einem Dreiseit b
des Poincare-Modells der Fldcheninhalt mit dem
Innenwinkel-Defekt ibereinstimmt. Abb. 18
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14. Kongruenzabbildungen im Poincare-Modell

Definition : Eine Abbildung B der Punktmenge des Poincare-Modells auf sich wird
,P-Kongruenzabbildung’ genannt, wenn gilt:

e Die Menge der Punkte, die auf einer P-Geraden g liegen, wird auf die Punktmenge
einer P-Geraden abgebildet; wir bezeichnen diese mit gB. (Erhaltung der Inzidenz)

e Fur alle P-Geraden g,h die einen P-Punkt gemeinsam haben oder hyperbolisch parallel
sind, ist [J (g,h) =1 (gB,hB), oder es gilt [1 (g,h) =0 (hB,gB) fir alle derartige P-
Geraden. Im ersten Fall heif3t die Kongruenzabbildung ,gerade’ im zweiten
,ungerade’. (Winkeltreue)

e Furalle P-Punkte Q, R mit QB =Q’ und RB =R’ ist HQ_RHP = HQ’_R'
(Abstandstreue)

P

Da sich der Flacheninhalt eines P-Dreiseits durch den Innenwinkeldefekt berechnen lasst, ist
jede P-Kongruenzabbildung auch flachentreu.

Wenn im Folgenden eine Gleichung g = gB vorkommt, bedeutet dies nicht, dass jeder P-
Punkt auf der P-Geraden g bei B festbleibt, sondern nur, das fiir jeden P-Punkt Q auf g der
Bildpunkt QB ebenfalls auf g liegt, aber méglicherweise an einer anderen Stelle.

Nach unserer Definition sind zwar alle euklidischen Verschiebungen parallel zur Rechtsachse
Kongruenzabbildungen, nicht aber die parallel zur Hochachse, denn dabei andern sich zwar
nicht die WinkelgréRen, wohl aber die P-Abstande.

Satz 16 :

1. Fir alle P-Geraden g ist oq eine ungerade P-Kongruenzabbildung.

2. Wenn P-Geraden g und h sich in Q senkrecht schneiden, dann ist ist die
Hintereinanderschaltung von oy und on gleich ogq.

3. Furalle Zahlen a, b mita > 0 ist die Abbildung 35, , der P-Punktmenge auf sich, die

einen P-Punkt (w ; s) in den P-Punkt (a-w+b;a-s)” abbildet, eine gerade P-
Kongruenzabbildung.
4. Fallsa=1ist 3, die Hintereinanderschaltung der P-Spiegelungen an den

Meridiangeraden [0]" und [O,5-b]P.
5. Fallsa>Ounda#1sei W, = %. Dann ergibt sich 6, , durch

Hintereinanderschaltung der P-Spiegelungen an den Kreisgeraden [wo ; 1]° und
[wo; \/ET.
Beweis : 1. Die Winkeltreue ergibt sich aus Satz 11 (6. Beh.) und die Abstandstreue aus
Satz 14 (5. Beh.).

2. Sei R # Q ein P-Punkt und K der P-Kreis um Q durch R. Da g und h diesen Kreis nach Satz
13 senkrecht schneiden, ist Kogon = K. Fir die P-Geraden j durch Q und R gilt fur das Kreis-

WinkelmaR [ (jo,o,,;Q) = 2-0 (h;Q) - (jo,;Q) = 2-0 (h;Q)—(2-0 (9;Q) - (j;Q)) =
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2:0(9,h;Q)+0 (j;Q)=2-0,5-7+0 (j;Q) =0 (;Q) . Darum ist jo,c, =] und Ro o, €in P-
Punkt auf j mit dem gleichen P-Abstand von Q wie R. Wenn Ro o, = R ware, dann ware
Ro, =Ro,, folglich g = h. Darum ist Ro,6, = Roy,.

3. 8, , ist eine euklidische Ahnlichkeits-Abbildung der oberen Halbebene auf sich und erhélt

darum die Inzidenz und die WinkelgrdRen im Poincare-Modell. Dass auch die P-Abstande
gleich bleiben ergibt sich aus der Gleichung

0.5-In a-w+b—(a-w,+b-a-s,) _
(@a-w,+b+a-s,)—(a-w+b)

W_(Wo _So)
(W +8) —w '

0,5-In

4. Die P-Spiegelungen an den Meridiangeraden [0] und [0,5- b]P sind die Abbildungen
(w;s)” = (—w;s)” und (w;s)” — (b—w;s)” Die Hintereinanderschaltung ist
(w;s)” = (b—(—w);s)” =(w+b;s)”.

5. Sei zunachst b = 0. Die P-Spiegelungen an den Kreisgeraden [0 ; 1]° und [O; \/E]Psind die

P P
. w S a-w a-s .
Abbildungen o, : (w;s)’ > | ————;——— | und o, :(w;s)" >| ————;—— | Die
W +S° W"+S W +S° W°+S
Hintereinanderschaltung ist
P
a.— "W a-—°
2, Q2 2 L2
( : )F’_> W~ +8§ W~ +S =(a-W;a-s)P.

2 2; 2 2
w S w S
2 2 + 2 2 2 2 + 2 2
W2+ W2+ W2 +S W2+

Fur b > 0 benutzen wir die Verschiebung t=3,, mit der Umkehr-Abbildung t™ =3, .

Dann ist die Hintereinanderschaltung (t"'o;t)(t 'o,1) =1 '0,0,1=35,, Und t ot bzw.
P
v o, ist die P-Spiegelung an [0 ; 117 bzw. [O; \/ﬂ . O

Satz 17 :

1. Wenn g, h P-Geraden sind und Q bzw. R P-Punkte auf g bzw. h, dann gibt es genau
vier P-Kongruenzabbildungen B mit QB = R und gB = h. Wenn B eine dieser
Kongruenzabbildungen ist, dann sind die anderen drei die Hintereinanderschaltungen
Bor, Bonh und Boroh.

2. Wenn ein P-Punkt R auf einer P-Geraden h liegt, dann ist cron die Spiegelung an der
P-Geraden m durch R, die orthogonal zu h ist, folglich auch or = Ghom.

3. g, hundj seien drei P-Geraden mit einem gemeinsamen P-Punkt, einer gemeinsamen
P-Orthogonalen oder sie seien hyperbolisch parallel mit dem gleichen Ende. Dann gibt
es eine P-Gerade k mit 6,6,6;, =0, .

4. Wenn die P-Kongruenzabbildung den Punkt Q festlésst, dann ist B P-Spiegelung an
einer Geraden durch Q oder die Hintereinanderschaltung von zwei derartigen P-
Geraden.

5. Fdr jeden P-Punkt Q und jede P-Kongruenzabbildung B gilt: Wenn B gerade ist, gibt
es eine P-Gerade g durch Q und eine weitere P-Gerade h mit B = o4on; andernfalls
gibt es eine P-Gerade g durch Q und einen P-Punkt R mit B = Ghor.
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Beweis : 1. Es seien g, h P-Geraden und Q, R Punkte auf g bzw. h. Es gibt Zahlen a, b mit
a> 0, so dass flr die Abbildung 6, , aus Satz 16 gilt: Q5,, =R . Sei j = g5, ,. Dann gibt es
nach Satz 12 eine P-Gerade k durch R mit h = jok. Flr die P-Kongruenzabbildung B:= 3, G,
gilt darum QB =R und gB = h.

Wenn C # B eine andere Kongruenzabbildung mit QC = R und gC = h ist, dann lésst die
Hintereinanderschaltung B™'C den P-Punkt R und die P-Gerade h fest. Sei S # R ein Punkt

auf h. Wenn B™'C diesen Punkt festl4sst, dann werden wegen der Abstandstreue von B™'C
alle Punkte von h festgelassen und wegen der Winkeltreue alle zu h senkrechte P-Geraden.

Dann ist wieder wegen der Abstandstreue B™'C = o, . Wenn B™'C den Punkt S nicht festlasst,
muss der Bildpunkt der Punkt S' auf h sein, der den gleichen Abstand von R hat wie S. Fur die
zu h in R senkrechte P-Gerade m ist dann S Fixpunkt von B™'Co,, = B™'Coo, , also
B*Co,o, entweder die identische Abbildung id oder on, Aus B™Co,c, =id folgt

Cogo, =BB"'Coyo, =B, und aus B'Co,c, =, ergibt sich B=Co,.

2. R sei P-Punkt der P-Geraden h und m das P-Lot durch R auf h. S sei ein beliebiger von R
verschiedener P-Punkt und n die P-Verbindungsgerade von R und S. Aus

0 (no,6,,;Q) =20 (m;Q) -0 (n5,;Q) =2-0 (M;Q)—(2-U (h;Q) -1 (n;Q) ) =

2-1J (h,m; Q)+ (n;Q) =l (n; Q) folgt no, 6, =n. So,c,, istdarum ein Punkt auf n, der
von R den gleichen Abstand hat wie S. So, o, kann nicht gleich S sein, da sonst Sc, =So,,,
ware. Folglich ist So,c,,=So; .

3. R sei ein gemeinsamer P-Punkt von g, h und j. Nach Satz 12 gibt es eine P-Gerade k durch
R mit go,c,0; =9o, . Nach der 1. Behauptung ist deshalb ¢,6,0, =c, oder ,6,6,=0,0,
denn die anderen beiden Mdglichkeiten scheiden aus, weil keine ungerade
Kongruenzabbildung gerade sein kann. Nach der 2. Behauptung ist c,0, =o,, fir das P-Lot

m von R auf k.
Wenn g, h und j hyperbolisch parallel mit dem Ende R sind, dann gibt es nach Satz 12
ebenfalls eine P-Gerade k durch R mitgo,c,0; =go, undes ist go,6,6,0, =¢. Sei S ein

beliebiger P-Punkt und L der FuRpunkt des P-Lots von S auf g. Der Kreis durch L, der die
Rechtsachse in R bertihrt, steht senkrecht auf g, h, j und k und bleibt darum bei ¢,6,c,5,

fest. Folglich gilt auch Lo 6,606, =L. So,6,0,0, hat von L den gleichen P-Abstand wie S,
kann aber nicht S, sein, da o,6,0,6, eine gerade Kongruenzabbildung ist. Folglich ist
Sc,6,0,0, =S fur alle P-Punkte und 6,6,6,=0,.

g, h und j seinen nun P-Geraden mit einer gemeinsamen P-Orthogonalen m. Wieder nach Satz
12 gibt es eine P-Gerade k senkrecht zu m mitgo,c,6,6, =9. Wegen mo,c,6,6, =mJilt,
dann auch Lo,c,0,0, =L fir den Schnittpunkt L von g und m. Darum ist auch in diesem
Fall o,0,0,=0,.

4. Es gelte QB = Q. g sei eine P-Gerade durch Q. Dann liegt Q auch auf gB. Es gibt nach Satz
12 eine P-Gerade k durch Q mit gBok = g. Nach 1. ist dann Bok die identische Abbildung
oder gleich o4 oder ogoq oder og. In jedem Fall ist B die Hintereinanderschaltung von P-
Spiegelungen an P-Geraden durch Q. Mit 3. folgt daraus die Behauptung 4.

5. Sei R := QB und h die P-Mittelsenkrechte von Q und R. Dann gilt QBon = Q. Nach 4. ist

Bon darum P-Spiegelung an einer P-Geraden g durch Q oder die Hintereinanderschaltung
ojok von zwei derartigen P-Spiegelungen.Im ersten Fall folgt B = o4on. Im zweiten Fall sei m
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das P-Lot von Q auf h. Nach 3. ist dann cjokom eine P-Spiegelung on mit einer P-Geraden n
durch Q. S sei der P-Schnittpunkt von m und h. Dann folgt
B=o0,0,0, =0,0,6,6,0, =0,05. i

Anders als in der euklidischen Geometrie ist in der hyperbolischen Geometrie der Begriff
'Ahnlichkeitsabbildung' keine Verallgemeinerung der Begriffs 'Kongruenzabbildung'. Denn
wenn EFG und E'F'G" zwei Dreiseite mit gleichen Innenwinkeln sind, dann kann man
E'F'G" durch eine Kongruenzabbildung B so abbilden, dass E'B auf E féllt und F'B bzw.
G'B auf der Geraden EF bzw. EG liegt. Da aber der Winkeldefekt 180° —a.—3 —y fur beide
Dreiecke gleich ist, muss auch der P-Flacheninhalt gleich sein. Dann fallt aber F'B auf F und
G' auf G, so dass die Dreiecke EFG und E'F'G" nicht nur dhnlich, sondern sogar kongruent
sind.

Zum Abschluss dieser Abschnitte tiber das Poincare-Modell konstatieren wir noch einmal den
Zusammenhang mit der Pseudosphare.

Satz 18 : Q sei die Abbildung von der Punktmenge der zur Pseudosphare gehorenden
Riemann-Flache auf die Menge der P-Punkte (w ; s)° mit s > 1 des Poincare-Modells, die den

p
Punkt mit den Polarkoordinaten (r; w) auf den P-Punkt (W;%j abbildet. Dann hat Q

folgende Eigenschaften:

1. (r;w) liegt genau dann auf der Geodate [ro ; wo] bzw. [wo], wenn Q ((r ; w)) Punkt
P
der P-Geraden [WO;%} bzw. [wo]® ist. Diese Gerade sei mit Q ([ro ; Wo]) bzw.
0

Q ([wo]) bezeichnet.

2. Wenn sich die Geodaten auf der Pseudosphare schneiden, dann haben auch ihre
Q -Bilder einen gemeinsamen Punkt und die Gréf3e des Schnittwinkels unterscheidet
sich bei den Geodéaten und bei den P-Geraden nur im Vorzeichen.

3. Die Weglénge zwischen den Punkten (r1 ; wi) und (r2 ; w2) auf einer Geodéte
stimmt mit dem P-Abstand von Q ((r1 ; wi)) und Q (r2 ; w)) Uberein.

Beweis : 1. folgt aus Satz 8 und Satz 13.

2. Dass sich die Geodéten [r1 ; wi] und [r2 ; wz] schneiden, wenn sich die Bilder schneiden,
folgt ebenfalls aus Satz 8 und Satz 13. Der Schnittwinkel ist auf der Riemann-Flache der
Pseudosphére durch die Mal3-Form

! !

e : :
up((rl';wi);(rz’;w’z))=£1—22+r02-w1-w’2 ; rl’~w'2—r2’-W1J bestimmt. Dabei geben (r;;w;)
r.O

und (r,;w,) die Polar-Koordinaten eines Tangentenvektors in einem Punkt P(ro ; wo) an.

Es sei (r(t) ; w(t)) eine Kurve durch diesen Punkt, dessen Bild bei Q der P-Punkt Q sei. Der
Tangentenvektor im Urbildpunkt (ro ; wo) ist (r’(to) ; W'(to)). Die Bildkurve bei Q ist dann

durch ( (t); T )] gegeben mitQ = [ (to); r(i )J und dem Tangentenvektor
0

ey (L) ,
[W(t), (rto)J (w'=s3-1).



Die Einsetzung in die MaR-Form des Poincare-Modells ergibt

1 1
ug((wi;si);(w’z;s’z))=(S_2.(wi.w’2+sg.rl’.rz’);s_z.(wi.sé.rz'—w'z.sé.rl’) =
Q Q

(roz Wi - W) +¥;—w1 Ty + W, - rl’]. Darum unterscheidet sich die GroRe des Schnittwinkels
I’.O

bei den Geodaten und bei den P-Geraden nur im Vorzeichen.

Wenn eine Geodate ein Meridian ist, schlielSt man analog.

3. Nach Satz 8 betréagt die Weglange zwischen den Punkten (ro ; wo) und (r ; w) auf der

1
*"'(W_Wo)
Geodate [ro ; wo] der Riemann-Fl&che 0,5- Inlo_____ , und die zwischen (ro ; Wo) und

ro

0
der Kreisgeraden [wo ; so ]° bzw. der Meridiangeraden ist gleich groR, namlich

nSO+(W_WO) In(s_oj
So —(W—w,) S

(r ; wo) auf [wo] ist . Die Abstande zwischen den Bildpunkten (Wo:S0)” und (w ; s)P auf

bzw. . O

0,5-‘|

15. Das Halbkugel-Modell

Abbildung 19 zeigt den Ubergang vom Poincare-Modell zum Beltrami-Klein-Modell. Dem
Bild liegt ein dreidimensionales Koodinatensystem zugrunde, dessen Ursprung im
Mittelpunkt der zur Halbkugel gehdrigen Kugel liegt. Der weil3 gefullte Punkt Z hat die
Koordinaten (-1 ; 0; 0) und der gelb gezeichnete Meridian liegt in der x-z-Ebene. Die
Halbebene des Poincare-Modells liegt in der Tangentialebene der Halbkugelflache mit dem
Berthrpunkt (1;0; 0). Inihr sind Halbkreise eingezeichnet, die in der perspektivischen
Verzerrung als Ellipsen-Halften erscheinen. Sie sind die Kreisgeraden eines P-Dreiseits mit
drei Eckpunkten A, B und C. Diese Eckpunkte werden durch eine stereographische Projektion
mit dem Zentrum Z auf die Halbkugelflache abgebildet. Die Bilder seien mit A”, B’ und C’
bezeichnet. A, A’ und Z sind also kollinear, ebenso G, G’ und Z sowie C, C , und Z. Die
Punkte A’, B’ und C” werden durch die Projektion parallel zur z-Achse senkrecht auf die
Schatten-Punkte A, B und C' in der x-y-Ebene projiziert. Wahrend die Bilder der
Kreisgeraden des Poincare-Modells bei der stereographischen Projektion Halbkreise auf der
Halbkugelflache sind, die senkrecht auf der x-y-Ebene enden, sind die Parallelprojektions-
Bilder davon Sehnen des Randkreises der Halbkugelflache. Das Innere dieses Kreises ist im
Bild oben links angegeben. Es stellt die Punktemenge des Beltrami-Klein-Modells dar, das im
Abschnitt 20 behandelt wird.

Die Halbkugel mit den Halbkreisen senkrecht zur x-y-Ebene als , Geraden’ ergibt ein Modell
der hyperbolischen Geometrie, das Vorziige des Poincare-Modells und des Beltrami-Klein-
Modells verbindet, allerdings als radumliches Modell fiir zeichnerische Konstruktionen schwer
zugénglich ist. Es benutzt wie das Poincare-Modell eine euklidische Winkelmessung und
nutzt wie das Beltrami-Klein-Modell lineare Strukturen. Hyperbolische Kreise sind wie im
Poincare-Modell euklidische Kreise und die flr das Beltrami-Klein-Modell wichtige Pol-
Polaren-Beziehung erhalt durch den Bezug auf eine Kugel einen zusatzlichen Sinn. Beim
Halbkugel-Modell benutzen wir das Préfix H-.
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Abb. 19

Die Abbildung 20 zeigt ein Dreiseit mit Eckpunkten A, B und C im Halbkugel-Modell
zusammen mit den H-Mittelsenkrechten und dem H-Umkreis. Oben rechts ist das
entsprechende Bild im Poincare-Modell angegeben und oben links das Bild in der x-y-Ebene,
welches das Dreieck im Beltrami-Klein-Modell wiedergibt. Der H-Umkreis ist ein
euklidischer Kreis auf der Halbkugel und liegt in einer Ebene, deren Schnittgerade mit der x-
y-Ebene als Verbindungsgerade g der Schnittpunkte von AB und A’B’ sowie AC und A’C’
eingezeichnet ist. Die Ebene durch g und den gemeinsamen Punkt M der drei H-
Mittelsenkrechten berlhrt die Halbkugel in M. g ist die Polare des Schattenpunkte M' von M.
Wie beim Poincare-Modell ist auch hier das H-Zentrum M des Umkreises von ABC
verschieden von dessen euklidischem Zentrum.
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Definition :
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Die Menge der , Punkte’ P des Halbkugel-Modells ist die Menge der Punkte der
Halbkugelflache{(x; yiy1-x*—y*)|x,y e R und x* +y? <1} . Der Rand der

Halbkugelflache gehort also nicht zu PM. Unter der ,Hohe’ von Q (X;Y;/1—X* —y?)

verstehen wir den z-Wert ,/1—x2 —y? . Zur Darstellung von Q mit kartesischen

Koordinaten benutzen wir nicht nur das Tripel (X;y;+/1—x?—y?) , sondern auch in
Anlehnung an die projektive Geometrie die Bezeichnung (x ; y ; 1), wobei wir
(x;y;1)" mit (t-x; t-y; t)" identifizieren, falls t=0 ist. Hierbei muss also das
Tripel (X y; 1)H mit hochgestelltem H, zu dessen Punkt die Hohe \1-x* —y?
gehort, von dem Tripel (X ; y; 1) mit z-Wert 1 ohne hochgestelltes H unterschieden




e Die Menge der , Geraden’ G des Halbkugel-Modells ist die Menge der Schnittkreise
von Ebenen parallel zur z-Achse mit der Halbkugelflache. Der Abstand dieser
Schnittebenen von der z-Achse ist kleiner als 1. Der ,Schatten’ einer , Geraden’ ¢ bei
Projektion auf die x-y-Ebene parallel zur z-Achse ist dann eine Sehne (ohne die
Endpunkte) des Randkreises der Halbkugelflache. Der Punkt des Schnittkreises mit
der groRRten Hohe sei Scheitelpunkt der , Geraden’ g genannt. Die Hohe der , Geraden’
g sei die Hohe ihres Scheitelpunkts. Die Hohe ist die halbe Lange des Schattens der
,Geraden’. Als Ende von g bezeichnen wir die gemeinsamen Punkte ihrer
Schnittebene mit dem Rand der Halbkugelflache. Die Gleichung a-x+b-y+d=0 im
R? von der Schatten-Geraden der , Geraden’ g stimmt mit der Gleichung der

Schnittebene von g im R? {iberein. Wir verwenden fiir g die Bezeichnung [a ; b ; d]".
Dabei ist [t-a ; t-b; t-d]" die gleiche orientierte H-Gerade falls t >0 ist. Die

Orientierung wird dann durch die Richtung des Vektors (a;b) festgelegt. Und zwar sei
Q >R auf der,Geraden’ g , wenn fiir die Schattenpunkte Q’ und R’ gilt: Wenn QR’

der Verbindungsvektor von Q’ und R’ ist, dann dreht man Q'R" links herum um 90°

in die Richtung des Vektors (a ; b).
e Die Grolie des Winkels zwischen zwei ,Geraden’ g und h, die einem , Punkt’ Q
gemeinsam haben, ist die euklidischen GroRe /(g;h;Q)des Schnittwinkels, die wir

auch mit [J (g;h) bezeichnen, da g und h nicht mehr als einen Schnittpunkt haben
kénnen. Dabei identifizieren wir o nicht mit o +180° und o— 180°, rechnen also
,modulo 27" . Wenn sich zwei , Geraden’ g, h berthren, definieren wir [1 (g;h) =0°

und nennen g und h ,hyperbolisch parallel’. Der Beriihrpunkt liegt dann auf dem
Randkreis der Halbkugelflache und gehort nicht zur Menge der , Punkte’ .

e g sei eine orientierte 'Gerade’ mit den Enden E; und E2, wobei auf Grund der
Orientierung E1 < E2 sei. Q sei ein , Punkt’ auf g mit dem Schattenpunkt Q' in der x-y-
Ebene. Der euklidische Abstand des Punktes Q' von E1 bzw. E2 sei mit |E1Q | bzw.

|Q'E,| bezeichnet. Unter dem signierten H-Abstand des , Punktes’ Q vom
EQ]
Q'E,|
signierte H-Absténde ergeben sich durch Differenz-Bildung. Dann ist der signierte H-
Abstand zweier Punkte Q und R die Halfte von Logarithmus eines

Doppelverhaltnisses. Nicht signierte H-Absténde ergeben sich durch Betrags-Bildung.
Wir bezeichnen den so definierten (nicht-signierten) H-Abstand zwischen , Punkten’

—H
Q und R mit HQPH .
Diese , Punkte’ und , Geraden’ nennen wir H-Punkte und H-Geraden.

Andere

Scheitelpunkt der , Geraden’ g verstehen wir dann die Zahl 0,5-In

Es soll zunéchst der Zusammenhang zwischen Kreisen in der Ebene und Kreisen auf der
Kugekoberflache untersucht werden.

Definition : g sei eine Gerade im R®. Unter dem Kugel-Kreisbiischel zu g (kurz: g-Kugel-
Kreisbiischel) verstehen wir die Menge der Schnittkreise von Ebenen durch g mit der
Kugelflache mit deM Zentrum (0 ; 0 ; 0) und dem Radius 1 (Einheitskugel). Das Kugel-
Kreisbiischel zu g heif3t elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem die Anzahl der
Schnittpunkte von g mit der Einheitskugelfldche 2, 1 oder 0 ist. Wir bezeichnen g als ,Achse’
des g-Kugel-Kreisbuschels. Die Menge der Schnittkreise von Ebenen, die zu einer Ebene E
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parallel sind, bezeichnen wir als E-Kugel-Kreisbiischel. Es ist ein hyperbolisches
Kreisbuschel.

(Wenn man den affinen Raum durch unendlich ferne Punkte zu einem projektiven Raum
erweitert, dann bezeichnet man das E-Kugel-Kreisbischel besser als g-Kugel-Kreisbischel,
wobei g die unendlich ferne Gerade auf der projektiven Erweiterung von E ist.)

Wie auch in der projektiven Geometrie spielt in der Geometrie des Halbkugel-Modells und
des Beltrami-Klein-Modells das Kreuzprodukt zweier Tripel

(a;;b;;c)x(a,;b,5¢,)=(b,-c, b, c;;c,-a,—c,-a,;a,-b, —a, -b,) eine Rolle, um
Verbindungsgeraden und Schnittpunkte zu berechnen. Der Vektor (a,;b;;c,)x(a,;b,;c,) ist
euklidisch orthogonal zu (a,;b;;c;) und (a,;b,;c,). Wir benutzen im Folgenden auch das
Skalarprodukt (a,;b;;c,)-(a,;b,;c,):=a,-a,+b,-b,+c,-c, .
Hilfssatz 3: v,, v,, v, und v, seien Tripel reeller Zahlen. Dann gilt
1. die Lagrange-Identitat (vjxvj)(ﬁxﬁ):(ﬂ\i)(\i\ﬁ)—(ﬁﬁ)(\/ﬁ\l) und
2. die Grassmann-Identitat Qx(@xﬁ):@(ﬁ\ﬂ)-ﬁ(ﬁ@)
Man zeigt dies, indem man z. B. fiir v,, v, und v, xv, die Tripel (a,;b;;c,), (a,;b,;c,) und
(b,-c,—b,-c;;c,-a,—c,-a;;a,-b, —a,-b,) einsetzt und ausmultipliziert.

Satz 19:
1. Eiund E; seien Ebenen durch den Punkt S auf der Einheitskugelflache mit dem
Zentrum im Ursprung. s sei der Ortsvektor von S und ni nj Normalenvektoren von

E1 bzw. E2 mit der Lange 1. Der Winkel zwischen den Schnittkreisen K1 und Ko der
Ebenen mit der Kugelflédche habe die GroRe o.. Dann ist

w0~ {0 ) ()

RS

Ortsvektor ﬁnh geht, sind K1 und K> orthogonal.
n,-s

|cos(a)| = . Wenn E; insbesondere durch den Punkt mit dem

2. Qund R seien verschiedene Punkte auf der Einheitskugelflache. Eq und Er seien die
Tangentialebenen zu den Beruhrpunkten Q und R. E1 sei eine Ebene durch Q und R
mit dem Schnittkreis Ki. Wenn Eq und Er parallel sind, sei Ez eine dazu parallele
Ebene, welche die Einheitskugelflache schneidet. Andernfalls sei E2 eine schneidende
Ebene durch die Schnittgerade von Eq und Er. Dann schneiden sich die Schnittkreise
K1 und K orthogonal.

Beweis : 1. Die Vektoren n, xs und n, xs sind Tangentensvektoren zu Ky und Kz in S.
Wegen s-s=1 ist nach der Lagrange-Identitat

e <ot =05 (125 = () (7 3) (7 9) - - 9)

und [n;xs| =(n;xs)-(m;xs) =n;-n, ~(n; 5)(n; 5)=1-(n; 5 .
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: n, -, — -
Wenn E2 durch den Punkt mit dem Ortsvektor —*= geht, dannist n,-—=*==n, -s. Daraus
n,-s n,-s

folgt die erste Behauptung.

2. q, r seien Ortsvektoren von Q bzw. R. Es sind q-x—1=0 und r-x—1=0 Gleichungen
von Eq und Er . Es gibt ein 1. € R, so dass x-(a-i—1)+(1—x)-(F->2—1) =0 Gleichung von
E; ist. Dies ist 4quivalent mit (k-ﬁ+(1—k)-?)-;< =1. Darum ist n; ==A-q+(@1-A)-T
Normalenvektor von Eo.

E; und E> schneiden sich in einem Punkt S mit dem Ortsvektor s . Darum ist

-r,

A

F;-gz(x-a+(1—x)-F)-§=1. Fiir einen Normalenvektor n} von E gilt n; -s=n; -q =

—_—

folglich n; -n;, = x-(?;-a)+(1—x)-(?;-F) =n 5= (n?-E)(n’; -§). Nach der 1. Behauptung

sind also K1 und K> orthogonal, denn aus EE—(EE)(Eg) =0 , folgt

*

—_ —

n,-n, —(nj§)(n7 -§) =0 auch fiir die normierten Vektoren n, =

>

£

>

—

Bemerkung : Der Punkt mit dem Ortsvektor ﬁnl# in der 1. Behauptung wird auch als Pol von
n,-s

E1 bezuglich der Einheitskugelflache bezeichnet.

16. Stereographische Projektion

Bei der strereografischen Projektion wird ein Punkt Q(1 ; y ; z) der Ebene E (hier x = 1) in

einen Bildpunkt Q' auf der Einheitskugel-Fl&ache abgebildet, wobei die Verbindungsgerade

durch einen festen Punkt Z verlauft (hier (-1 ; 0 ; 0)). Bei der Beschreibung der Eigenschaften

dieser Projektion im folgenden Satz benutzen wir die Spiegelung an einer Ursprungsgeraden
1

WX? +Wy? + Wz

mit dem Richtungsvektor w = (wx ; wy ; wz), die mit A = > durch die Matrix

142 0-Wx® 2 A-WX-WY  2-h-WX-WZ
S, =| 2:A-wx-wy —1+2-A-wy* 2.A-wy-wz | beschrieben wird.
2-0-WX-wz  2-A-wy-wz  —1+2-%-wz’

Dabei ist der Achsen-Vektor w der Verbindungsvektor (2 ; y ; z) von Z mit Q. Durch die
Spiegelung werden dann die Ortsvektoren von Q' und des Punktes (1 ; 0 ; 0) vertauscht.

Satz 20 : Z sei der Punkt (-1 ; 0 ; 0) imR® und X die Abbildung von der Ebene E: x = 1 auf
die Menge der Punkte ungleich Z in der Kugelflache um den Ursprung (0 ; 0 ; 0) mit dem
Radius 1, die einem Punkt Q(1 ; y ; z) in E den Schnittpunkt der Geraden QZ mit der
Kugelfldche zuordnet. Dann gilt:

1. Mitk:=;2 ist Q'=32((Ly;2))=(-1+8-1; 4-L-y; 4-1-z) furalle y,zeR.

4+y*+7
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¥ ist umkehrbar und es gilt =7*((x;y;2)) = (1; 2-y ﬁ
X

— j fur alle xX,y,ze R mit
1+x 1+X
x*+y?+z° =1 und x = —1.
2. Ksei der Kreis in E mit dem Mittelpunkt Q(Ly,;z,) und dem Radius r > 0.
1

Sei p=
H A+yg+2o—T1

~. Dann bildet T den Kreis K auf die Ebene (x;y;z)-n=1 ab,

zuder ni=(-1+8-u; 4-u-y, ; 4-pu-2,) der Ortsvektor des Pols ist.

Der Punkt R(—1+8-v ; 4-v-y, ; 4-v-Zy) mit v:= - liegt auf dieser

4+yg+2g5+r
Ebene und auch gemeinsam mit dem Pol und Q' auf der Geraden QZ.

¥ bildet eine Gerade in E auf die Menge der Punkte ungleich Z eines Kreises durch Z
ab. Jeder Kreis in der Einheits-Kugelflache ist Bild eines Kreises oder einer Geraden.

3. Seiw = (2;Y,;2,).DannistQ = Z((L;y4:2,)) die erste Zeile der Matrix Sw.
Wenn in E eine Kurve durch den Punkt Q(LY,;Z,) den Tangentenvektor (a ; b) hat,
dann hat die 2-Bildkurve den Tangentenvektor—4-1-(0;a; b)-S,,.

Das Skalarprodukt von (0; a, ; b,)-S, und (0;a, ; b,)-S
Vektorprodukt (a,-b, —b,-a,)-2((1Y4:2,)) -

ist a,-a,+b,-b, und das

w

4. Wenn sich zwei Kurven in E unter einem Winkel der GroRe o schneiden, dann
schneiden sich die Bildkurven bei X unter einem Winkel mit der gleichen GroRe a.

5. X bildet die Menge der erweiterten Kreisbischel in E bijektiv auf die Menge der
Kugel-Kreisbiischel ab.

Beweis : 1. Die Verbindungsgerade von Z mit einem Punkt Q(1 ; y ; z) in E hat eine
Parameterdarstellung (-1,0,0)+t-((y;2) —(-10;0))=(2-t-1t-y;t-z). Die Einsetzung in

die Gleichung x* +y*+2z°-1=0 ergibt (2-t—1)* +(t-y)* +(t-z)* —1=0 mit den Lsungen

t=0und t:% =4.). Die Einsetzung in (2-t-1Lt-y;t-z) ergibt die Formel fur X in
4+y +z

der 1. Behauptung.

- 2-
Unter der Voraussetzung von x* +Yy? +z° =1 ergibt die Ersetzung von y durch 1_y und von

+X
z durch 2:2 in 4 -(1-(4—y2—22)'y'zJ den Term (X'y'z) Daraus folgt die
1+x  4+y?*+72 \ 4 e s

Formel fur 1.

2. (a; b) sei ein Vektor in E mit der Lénge 1.
Man errechnet fur das Skalarprodukt
8-r*-(1-a’-b?)

(1 r-a:z.+r-b))-n=1+ =1.
(g +1-22q+1D)) (A1 Y5125 1) (d+(yq +1-8) +(2g +1-D)2))

n ist folglich ein Vektor, der senkrecht auf einer Ebene steht, in der sich alle Punkte
(L y+r-a;z+r-b)) befinden, fiir die a® +b? =1 ist. Das Produkt des Abstands des
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Ursprungs von der Ebene und dem Betrag dieses Normalenvektors ist 1. Darum ist dieser
Vektor Ortsvektor des Pols.

Wegen (—1+8-u; 4-u-yqo 5 4-p-2q)-(-1+8-v; 4-v-y, ; 4-v-Z)=1 liegt R auf der

Bildkreis-Ebene. R und der Pol liegen auf der Geraden ZQ, weil deren Punkte genau die
Ortsvektoren mit der Form (=1,0;0) +s-(2;y4;25) = (-1+2-5;5-Y;5-Z,) haben.

> bildet also jeden Kreis um Q in E auf einen Kreis der Kugelflache ab.
Da jeder Kreis durch drei verschiedene Punkte eindeutig festgelegt wird und bei X jeder Punkt
der Kugelflache mit Ausnahme von Z als Bildpunkt auftritt, kommt bei X jeder Kreis der
Kugelflache, der nicht durch Z geht, als Bild eines Kreises in E vor.
Jede Gerade g in E wird auf einen Kreis durch Z mit Ausnahme von Z abgebildet, weil die
Ebene durch Z und g die Kugelflache in einem Kreis schneidet. Da die Ebene eines Kreises
durch Z die Ebene E in einer Geraden schneidet, kommt auch jeder Kreis durch Z als Bild
einer Geraden in E vor.
3. Wir betrachten die Kurven r — (Ly, +r-a;;Z, +r-b;) und r —> Ly, +r-a,;z, +r-b,)
mit den Tangentenvektoren (az ; b1) bzw. (a2 ; b2) im Punkt Q, die nicht unbedingt die L&nge
1 haben.
(@Yo +r-aizo +1-5)) ~X(LYe:2,)) _
r
-16-a,-Yo—16-b,-z,—8-r-(a°+b?)  4-a,-(4+Yyg—25)—8-b,-yy-Zo—8-1-(a’ +b; )
(A+yo +20)(A+ (Yo +1-a,)° +(zo +1-b;)? )’ (A+yo+25)-(4+(yo+r-a)° +(zq +r-b;)?)

4-b;-(4+yg—-25)—8-a,-Yo 2o —8:1-(a° +b%)
(A+y5+20) - (4+ (Yo +r-a,)" +(zo +1-b)?)

Zur Grenzwertbildung r — 0 kann r = 0 gesetzt werden. dann ergibt sich
(—16-ai ‘Yo —16-b;-z, 4-a;-(4-y5+25)—8-b-y, 2,

(A+yi+z3)? (4+y2+25)

4-b;-(4+y5—25)-8-a,-Yo-2Z
2 2\2
(4+ys+25)

QJ:—4-7»-(0;ai;bi)-sw.

Daraus errechnet man das angegebene Skalarprodukt und das Vektorprodukt.

4. folgt aus 3., da das Skalarprodukt (a,;b,)-(a,;b,) =(a,-a, +b, -b,) der Vektoren in E
proportional zu 16-2°-(a,-a, +b, -b,) ist und darum der Kosinus des Winkels zwischen Bild-
und Urbild-Vektoren gleich ist. Wegen der Proportionalitat der Determinante a, -b, —b, -a,

mit dem Vektorprodukt 16-1%-(a,-b, —b, -a,)-Z((L; y;2)) gibt es bei = keine Invertierung der

WinkelgroRen, wenn fiir die Winkelmessung die Sicht von auf3en auf die Halbkugel (also in
Gegenrichtung des Vektors 2((1y;z)) ) zugrundegelegt wird.

5. Wenn B ein elliptisches erweitertes Kreisbuschel in E mit den gemeinsamen Punkten Q
und R ist, dann ist (B ) das elliptische g-Kugel-Kreisbischel zu der Geraden g durch die
gemeinsamen Punkten 2(Q) und 2(R).
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Ein parabolisches erweitertes Kreisblschel B in E wird eindeutig durch den gemeinsamen
Schnittpunkt Q der Kreise und die Potenzgeraden h festgelegt. (B ) ist dann die Menge der
Kugel-Kreise durch 2(Q), welche den Kreis zu Z(h) berihren. Darum ist (B ) das Kugel-
Kreisbiischel zur gemeinsamen Tangentengeraden g dieser Kugel-Kreise.

Jeder Kreis K eines hyperbolischen erweiterten Kreisblschels B in E ist orthogonal zu allen
Kreisen des elliptischen Kreisblschels mit den Nullkreis-Punkten Q und R vonB als
gemeinsame Punkte. Sei j die Gerade durch Z(Q) und Z(R) . X(K) ist ein Kugel-Kreis, der

nach 4. zu allen Kugel-Kreisen des j-Kugel-Kreisblschels orthogonal ist.

Wenn die Tangentialebenen von £(Q) und X(R) parallel sind, dann besteht das j-Kugel-

Kreisbiischel aus GrolRkreisen und die Ebene F, in der £(K) liegt, ist parallel zu den
Tangentialebenen. B ist dann das F-Kugel-Kreisbuschel.

Wenn die Tangentialebenen von X(Q) und 2(R) sich in einer Geraden g schneiden, dann
muss E wegen Satz 19 durch g gehen. Darum ist B dann das g-Kugel-Kreisbischel.

Damit ist gezeigt, dass X Kreisbiischel in E auf Kugel-Kreisbischel abbildet. Dabei werden
verschiedene Kreisblschel auf verschiedene Kugel-Kreisbiischel abgebildet, da Kreisbiischel
in E eindeutig durch zwei Punkte (gemeinsame Punkte oder Nullkreis-Punkte) oder einen
Punkt und die Potenzgerade festgelegt werden. Darum bildet X Kreisbischel injektiv ab. Die
Abbildung ist auch surjektiv, da jedes Kugel-Kreisbiischel als Bild vorkommt. i

Ergénzung : Die Aussagen 2 und 4 gelten auch dann, wenn man Z durch einen anderen Punkt
der Einheitskugelflache und die Ebene E durch eine Ebene ersetzt, die senkrecht zur
Verbindungsgeraden von Z mit dem Usprung steht, aber Z nicht enthélt. Man erkennt dies,
indem man Z und E erst um den Urprung in Z' bzw. E' dreht und dann eventuell auf E' eine
Streckung mit Z' als Zentrum anwendet.

Zum Nachweis der hyperbolischen Abstandstreue bei der Restriktion der Abbildung X auf das
Poincare-Modell bendtigen wir den folgenden Hilfssatz 3 tiber Doppelverhéltnisse. Abbildung
21 zeigt den Zusammenhang mit dem Halbkugel-Modell. g ist die Rechtsachse des Poincare-
Modells, die parallel zur y-Achse des raumlichen Koordinatensystems durch den Punkt
(1;0; 0) verlduft. g ist eine Gerade durch die Enden einer H-Geraden auf dem Randkreis der
Halbkugelflache. Die Zuordnung der Punkte auf g2 zu den Punkten auf gs, fur welche die
Verbindungsgerade mit dem Punkt Z(-1 ; 0 ; 0) tibereinstimmt, wird ,Perspektivitit von g1
nach g2 mit dem Zentrum Z’ genannt. t1, t2, t3 und t4 sind Parameter-Werte in einem lokalen
Koodinatensystem auf g:. Die Differenzen der Werte sind proportional zu den signierten
euklidischen Abstéanden der zugehérigen Punkte. Wenn der Null-Punkt und der Eins-Punkt
des lokalen Koordinatensystems den Abstand 1 haben, dann sind die Differenzen der t-Werte
die signierten euklidischern Absténde selbst. Entsprechendes gilt fur die u-Werte bei g».
Hilfssatz 3 zeigt, dass fiir das Doppelverhaltnis entsprechender Punkte auf den beiden
Geraden gilt: Lot bt U mUs UmUs i pisifie des Logarithmus vom

t,-t, t,—-t, u,-u, u,-—u,
Doppelverhaltnis der t-Werte bzw. u-Werte gibt einen signierten hyperbolischen Abstand in
dem Poincare-Modell bzw. Halbkugel-Modell an.

Unter dem ,unendlich fernen Punkt’ einer Geraden g, der in der Formulierung von Hilfssatz 3
benutzt wird, kann man sich z. B. die Menge der zu g parallelen Geraden vorstellen.
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Hilfssatz 4 : g1 und g, seien zwei Geraden im R® mit den Parameter-Darstellungen

p,(t) = (a,;b,) +1-(c;;d,) bzw. p,(u)=(a,;b,)+u-(c,;d,) fiir die Ortsvektoren von Punkten
auf g1 bzw. g>. Wir ergénzen die Punktmenge von g: bzw. g2 um einen ,unendlich fernen
Punkt’ mit dem Parameter t =00 bzw. u =00, der auf allen Parallelen zu g1 bzw. g> liegt.

Z(e ; ) sei ein Punkt, der weder auf g1 noch auf g liegt. IT sei die Perspektivitat mit dem
Zentrum Z, die g1 auf g» abbildet, d.h. die Abbildung, die dem Ortsvektor eines Punktes P1 auf

g1 den Ortsvektor des Schnittpunkts P, der Geraden ZP; und gz zuordnet. I1 sei die
Abbildung, die einem Parameter-Wert t den Parameter-Wert u mit pj(u) :H(El(t)) zuordnet.
Dann gilt:

1. Esgibt Zahlen o, B, y und & mit T1(t) = 0t+tt'8l3 furalle teR .
Y

2. Das Doppelverhéltnis I:I(IZ)_l:[(te') : I:I(tl)_l:[(t3) stimmt mit @;@
H(tz) _H(tA) H(tl) _H(tA) t2 - t4 t1 - t4

Uberein.

a,+t-c, b+td 1

Beweis : 1. Die Gleichung det| a,+u-c, b,+u-d, 1|=0 hatdie Losung
e f 1
U e-(b,-b,)-f-(a,-a,)+a,-b,—a,-b, +t-(e-d,—f-c,+b,-c,—a,-d,)
e-d,-f-c,+b,-c,-a,-d,+t-(c,-d,—c,-d,)

Daraus folgt die Behauptung.
2. Mit der Darstellung von TT(t) mit Hilfe von a, B, y und & errechnet man die Gleichheit der
Doppelverhaltnisse ohne auf die Definitionen von «, 3, y und & zuriickgehen zu miissen. O
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Wenn man die Pseudosphére (iber die Abbildung © aus Satz 18 zuerst in das Poincare-Modell
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Abb. 21

einbettet und anschliefend Uber die stereographische Projektion in das Halbebenen-Modell,

dann ist es nitzlich, in der Ebene E ein lokales Koordinatensystem mit Koordinaten w = y

2-k
und s :=ﬁ einzufiihren, wobei k eine positive Konstante ist. Wenn man y=2-k-w und

z=2-k-s inden Termen fir X und Z((%;y;z)) ersetzt, ergibt sich A = > ! >—< und
1+Kk*-(w”+5%)
(7»-(1— k2 - (w? +sz));2-x-w;2-x-s). Die Grenzgerade s = 1 des Bildes bei Q wird durch £
auf den Kreis abgebildet, der sich beim Schneiden der Ebene durch diese Gerade und den
Punkt Z mit der Halbkugelflache ergibt. Der Schatten davon in der x-y-Ebene ist eine Ellipse.
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Durch Veranderung von k lasst sich die GroRe dieser Ellipse und damit des Bildes der
Pseudosphére beeinflussen, denn bei Verkleinerung von k wird der Bildbereich groRer.

Satz 21 : Sei k > 0 und Xk die Abbildung
_ 1-k*-(w?+s?)  2-k-w 2-k-s
(W’S) - 2 2 2y 2 2 AN 2 2 2
1+k*-(w*+s°) 1+Kk°-(w”+s°) 1+K-(w”+5s°)
Punkte ungleich Z(-1 ; 0 ; 0) auf der Einheitskugelflache. X« hat die Umkehrabbildung
4.k-w 4-K-s
T+ 1= 4-K2 (5 +W?) 1+4/1-4-K*- (S +W?) |
1-4-k*- (s> +w?) >0.

j von R? auf die Menge der

Zkl:(\/l4-k2-(sz+w2);2-k-w;2-k-s)—{

Tk bildet die Menge PP der Punkte (w ; s) mits >0 des Poincare-Modells auf die Menge P
des Halbkugel-Modells ab und hat folgende Eigenschaften:

1. (w;s)P liegt genau dann auf der P-Geraden [wpo ; so]”, wenn ik ((w ; s )P) Punkt der
H-Geraden [ —1+k®- (W,* —5,%) ; —2-k-wq ;1+k?- (W, —502)]H ist. (w; s )° liegt
genau dann auf der P-Geraden [wo]” , wenn Zk ((w ; s )7) Punkt der H-Geraden
[k-wg;—1, k-wo]H ist. Diese H-Geraden werden mit Xk ([wo ; so]) bzw. Zx ([wo]")

bezeichnet.

2. Wenn sich zwei P-Geraden schneiden, dann haben auch die Bilder bei Xk einen
gemeinsamen Punkt und die GroRe des Schnittwinkels ist gleich.

3. Der signierte P-Abstand zwischen zwei P-Punkten stimmt mit dem signierten H-
Abstand zwischen ihren Bildern bei X« Giberein.

4. Das Zk-Bild eines P-Kreises K mit dem P-Zentrum Q ist ein euklidischer Kugel-Kreis,
der vollstandig in der Halbkugelflache liegt. 2k(K) ist der H-Kreis mit dem H-Zentrum
>k(Q), dessen H-Radius mit dem P-Radius von K ubereinstimmt.

5. Das Zk-Bild der P-Abstandskurve K einer P-Geraden g ist ein euklidischer Kugel-
Kreisbogen mit Endpunkten auf dem Randkreis der Halbkugelflache. Das Z¢-Bild der
P-Abstandskurve K, die durch P-Spiegelung von K an g entsteht, ist ein Kugel-
Kreisbogen mit den gleichen Endpunkten. Z«(K) und 2«(K") sind H-Abstandskurven
von g, deren H-Abstand mit dem P-Abstand von K und K’ iibereinstimmt. Zx(K) und
die Kurve, die durch euklidische Spiegelung von Zx(K') an der x-y-Ebene entstehen,
erganzen sich auf der Kugelflache zu einem Kreis.

6. B sei ein hyperbolisches Kreisbiischel im R?, dessen Nullkreis-Punkte Q und R
symmetrisch zur Rechtsachse liegen. Q sei P-Punkt. Dann ist Zx(B ) das F-Kugel-
Kreisblschel zur x-y-Ebene F oder das g-Kugel-Kreisbiischel zu einer Geraden g in
der x-y-Ebene, die die Einheitskugelflache nicht schneidet. Die Teilmenge der P-
Kreise in B wird auf die Teilmenge der H-Kreise in Z«x(B ) abgebildet, die das gleiche
H-Zentrum haben wie Zx(Q).

Beweis : Die Abbildung X« ergibt sich dadurch, dass man in der Abbildungsvorschrift von
in Satz 20 an die Stelle von y bzw. z den Term 2-k-w bzw. 2-k-s. Wir identifizieren also

das Poincare-Modell mit der Ebene E: x =1 im R?®, in der ein lokales Koordinatensystem mit
den Parametern w und s eingefiihrt wurde.

1.9=[wo; so]” sei eine Kreisgerade. Da = Kreise in E winkeltreu auf Kreise der
Einheitskugelflache abbildet und dabei die obere Halbebene als Bild die obere
Halbkugelflache hat, wird g auf einen Halbkreis senkrecht zum Rand der Halbkugelflache
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abgebildet, also auf eine H-Geraden. Die Enden (w, * s,;0) werden auf die Punkte

1-K2- (W, +5,)2 . 2-K-(W,£5,) |
14K (W, £5,)° 14K (W, £5,)°

Oj abgebildet, die Enden der H-Geraden

(14K (W2 —52) ; —2-k-W, ;1+K? - (w,2 —s,%) ] sind.

Wenn g = [wo]" eine Meridiangerade ist, geht der Bildkreis von g durch Z und das zweite

— 2 . 2 . .
Ende 1 k2 Wg ; 2 k2 Woz :0 |. Das Bild von g = [wo]® ist darum die H-Gerade
1+Kk™-wy 1+Kk°-wq

[k-wg;—Lk-w,]".

2. folgt aus der Winkeltreue der stereographischen Projektion.
3. Wir beziehen uns auf Hilfssatz 4.

Der signierte Abstand von P-Punkten Q1= (w,;s,)” und Q2= (w,;s,)  auf einer
W, _(Wo _So) . W, _(Wo _So)
W, _(Wo +So) W, _(Wo +So)

Kreisgeraden g = [w,;s,] wird durch O,5-In( J bestimmt.

Den Parameterwerten ty, tz, ts, t4 in Abbildung 20 entsprechen die Werte wi, w2, w, —S,,

W, +S,.

Wenn die Xk-Bildgerade h von g die Enden E; und E> mit E; < E2 hat und Q’ bzw. R’ die
E.R1 |EQ’

Schattenpunkte von Z, (Q) und X, (R) sind, dannist 0,5-In (MMJ der signierte
R'E.| [Q'E,|

H-Abstand zwischen den Bildpunkten. Sei m der Ortsvektor des Mittelpunkts der Strecke
EiEzistund v ein Vektor mit der Linge 1 in Richtung des Schattens h’ von h. In der
Parameter-Darstellung p(u) =m+Uu-v von h’ haben dann Q’, R’, E1 und E; die Parameter

|E1IR | . |EfQ | S Bk B Bkt Y P folgt die Behauptung aus
IR'E,| |Q'E,| u,—u, u,—u,

U1, Uz, Uz und uz mit

Hilfssatz 4.

4. Da die P-Kreise nach Satz 14 euklidische Kreise sind, werden sie nach Satz 20 in
euklidische Kreise abgebildet, die ganz in der oberen Halbkugelflache liegen, und diese
Kreise sind nach 3. auch H-Kreise.

5. Aus dem gleichen Grund ergibt sich die Behauptung 5 aus Satz 15.

6. Nach Satz 20 wird das hyperbolische Kreisbiischel B in ein hyperbolisches Kugel-
Kreisbiischel mit den Nullkreis-Punkten £(Q) und £(Q’) abgebildet. Da Q und R symmetrisch
zur Rechtsachse liegen, sind Z(Q) und X(R) symmetrisch zur x-y-Ebene. Wenn diese beiden
Punkte auf der z-Achse liegen, ist (B ) das F-Kugel-Kreisbulschel mit der x-y-Ebene F.
Andernfalls schneiden sich die Tangentialebenen von Z(Q) und Z(R) in einer Geraden g in
der x-y-Ebene, welche die Kugelflache nicht schneidet. Die H-Kreise in B haben alle das
gleiche H-Zentrum 2(Q), weil alle P-Kreise inB das P-Zentrum Q haben. m

17. MaR-Form im Halbkugel-Modell

Satz 21 zeigt, dass die Abbildung X« sowohl winkel- als auch hyperbolisch langentreu ist.
Darum ist es moglich, mit Hilfe von =.* die MaB-Form vom Poincare-Modell auf das

Halbkugel-Modell zu tbertragen. Wir benutzen dabei kartesische Koordinaten. Ein
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Tangentenvektor an die Halbkugelflache im Punkt Q (Xo; Yo+ ll—xQ2 _sz) ist dann ein

! !
X' Xq +y Yo

1-Xq yQ
X" X +
y- X XotY Yo yJ1- Xq =0 liegt t in der Tangentialebene von Q. Wir

X' Xq+Y' Yo —
Jlx yQ

benutzen die Abkiirzung t=(x";y ) . Der zugehorige Tangentenvektor im Punkt R =2, *(Q)

Vektor _f—[x’;y’; J , denn wegen

ergibt sich mit der Matrix S** aus Satz 20 zu f-z—lk-S‘l . Dabei ist der Faktor ﬁ notig, weil

in der Tangentialebene E : x = 1 die kartesischen Koordinaten y und z durch w = 2—1k-y und

2-yQ
1+x

und

1 . .
s=——-z ersetzt wurden. Wenn in der Darstellung von S in Satz 20 y =

2. J1-x.2 -y’
z= e Yo eingesetzt wird, ergibt sich

Q

1+Xq
2- 2-1-X." -y
Xq _Ye _ o Yo
1+X, 1+X,

- 1+ X, - Yo 2-Yo A J1-%X,2 =Y’
(W';S')Zt-i- Yo 2.Q—yzQ _ Yo Q2 Yo |_
2:k (1+XQ) (1+Xg)

1-Xq 1+Xq -
e e PP e i
1+Xq) (L+X,)?

C X Yo Y QX)X (X —Yo") +Y Yo (LX)
’ k-@+xo)" K- (L+Xg)° ~\/1—xQz—yQ2

]. Die MaR-Form des

. . 1 1 .
Poincare-Modells ist g ((W1;s;); (W);S5)) = (—2-(w1 Wy +8; -85 )5+ (W) -8, — W) -si)j mit
S S

R R

’1_X 2 _ 2
Sg = Q—yQ. Die erste Komponente der MaR-Form Hg des Halbkugel-Modells ist
k-(1+X,)

1
darum —=--(w;- W) +s; -5} ) = : :
Sk 1-X4" = Yo

k?-(1+Xq)° . —X1 Yo +Yi-@+X,) . —X5 Yo + Y5 (@+X,) .
K- (L+ X, ) K- (L+X,)?

Xi'(l'i'XQ _yQ2)+y1'yQ'(l+XQ) 'Xlz'(1+XQ_yQ2)+y’2'yQ'(1+XQ) -
k-(L+X0)? \1=Xo2 =Yy K- (LX) (1=Xo" — Yy’

X1 Xy (L=YQ) + XYy Xg Yo +¥1 X5 Xg Yo +¥i Y (1=Xg) _
(1-xg-Y5)
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X0 Yo

(X/.y!) (1_Xé _yé)z (1_Xé _y2Q)2 (X;j
s XQ'yQ 1_X(23 ylz '
(1-x5-Yo) (@-%g-Yo)’

Analog erhalt man die 2. Komponente:

1
0 3
) KK [ixe-%) 5
s H—x2 _y? ’ -1 Y, )
( Q Q) ( '—1_xé_yé)3

Um die Mal3-Form auch fiir Polarkoordinaten zu bestimmen, benutzen wir wie bei der
Pseudosphére, dass die Ableitung von (r(t)-cos(y/(t));r(t)-sin(y(t))) den Term

r'(t)-(cos(y (1)) ; sin(y (1)) +w'(t)-r(t) (—sin(y(t) ; cos(y(t))) ergibt. Darum gilt fir die

Polarkoordinaten (1’ ; y’) eines Tangentenvektors am Punkt Q
(X5y) = (r"-cos(y) —y'-r-sin(y); r'-sin(y) + y’-r-cos(y)) =

X
r'-%—\p' Yol %+ y'-X, | . Die Einsetzung von x” und y” in die Maf-
VXe T¥o VXo Yo

Form -Terme in kartesischen Koordinaten ergibt fur die erste Komponente der Mal3-Form in
Polarkoordinaten

Q
1 0 0 —
@12y y (-r2) |/
(rl';\lli)' ) [ z,j und fur die zweite (rl';\y;)- ( 2’)
0 rQ Ve _rQ Vs,
2 3
1-15 ( l_l—ré)

Darin, dass hier auch die erste Matrix nur von rq abhangt, wird die Rotationssymmetrie des
Halbkugel-Modells deutlich.

Wie bei der Pseudosphare kann man zu jedem Punkt Q der Halbkugelflache eine Funktion p,
(ohne hochgestelltes H) definieren, die jedem Paar von Tangentenvektoren (EE) das

L t,

] costo)

Zahlenpaar ( E‘-sin(a)) zuordnet, wobei m die euklidische Vektorlange
ist und a die euklidische Winkelgroie zwischen den beiden Vektoren. Fir einen

! /
X" Xq+Y Yo

/l_ XQ2 _ sz

H

Tangentenvektor t= {X'; Y- ] benutzen wir auch hierbei die verkurzte

Koordinatendarstellung t = (x4y')

Zwischen p, und ug gibt es einen einfachen Zusammenhang, ndmlich
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- B Ny - 2 2\ 1
Satz 22 : Fur alle H-Punkte Q(xQ,yQ,Jl—xQ —Yo ) ist Ho = m Uq , beide

Komponenten von p, werden also durch das Quadrat der Héhe von Q geteilt, um die
Komponenten von pg zu erhalten.

— X;Xo+Y;-
Beweis : Das (euklidische) Skalarprodukt von t, _[x;;yi;—LylyQ} und

/1_ XQZ _ sz

— X - X X X +V - (X X V-
2'y27 Q yz Yo ist Xi,x’2+y1'y!2+( 1°7Q yll_yi)z(_z 2Q Y2 yq):
\/1 Xq yQ o Yo
X1-X2-(1—yQ)+x1-y2 0 yQ+yl Xy Xq Yo +Yi Yy (1-X )

1-x2 —yQ
Komponente von p,, . Die zweite ist der signierte Betrag des Vektorprodukts

. Dies ist die erste

P X ' ' .
txt, = (X Y, = X5 Y1) f = yf -1 |, ndmlich M -
\/1_XQ_yQ \/1_XQ_yQ :I.—XQ—yQ

Aus Satz 22 folgt, dass sich die H-Lange eines Tangentenvektors beim H-Punkt Q dadurch
ergibt, dass man die euklidische Lange durch die Héhe von Q teilt.

Als Anwendungsbeispiel der Mal3-Form ug betrachten wir die Bewegung

t — (t;0;v/1—t?); t €[0;1) in kartesischen Koordinaten, die in Polarkoordinaten durch
t — (t;0); t<[0;1) angegeben wird. In jedem Punkt der Bahn ist der Tangentenvektor durch

(1; 0) gegeben, die Vektorlange ||(1 ; O)HZ in der MaBbestimmung des Halbkugel-Modells ist

Q
Ursprung ist. Wahrend die euklidische Geschwindigkeit konstant ist, nimmt die hyperbolische
Geschwindigkeit dieser Bewegung also stark zu. Die Lange des zuriickgelegten Wegs vom

Punkt (0 ; 0) bis zum Punkt (a ; 0) betragt jﬁdt =0,5- In?—: im Einklang mit der
11— _

Abstands-Definition des Halbkugel-Modells.

2t

et +1

Bei der Bewegung t — (tanh(t);0) = (e _1;0} ist die hyperbolische Vektorlange beim

Punkt (tanh(t);0) gleich w

1—(tanh(t))*

aber die euklidische nimmt stark ab.

=1, die hyperbolische Geschwindigkeit also konstant,

18. Inzidenz und Orthogonalitat im Halbkugel-Modell

Die Abstands- und Winkelberechnung im Halbkugel-Modell und im Beltrami-Klein-Modell
kann man vereinfachen, wenn man neben dem Skalarprodukt
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(a;;b;;c,)-(a,;by;c,)=a,-a, +b, -b, +c, -c, die folgende Verniipfung = benutzt, die

ebenfalls zwei Tripeln reeller Zahlen eine Zahl zuordnet. Das Minus-Zeichen statt des Plus-
Zeichens vor dem dritten Summanden ist hier typisch fr den Ubergang von euklidischen zu
hyperbolischen MalRbestimmungen.

Definition : (a,;b,;c,)*(a,;b,;c,):==a,-a,+b,-b,—c,-C,

Die Verkniipfungen -, x und * benutzen wir auch dann, wenn die Klammern eckig sind oder
an den Klammern ein hochgestelltes H angehéngt ist.

Hilfssatz5: v,, v,, v, und v, seien zwei Tripel reeller Zahlen. Dann gilt analog zur

Lagrange-Identitat (ﬁx@)(ﬁxﬁ):(ﬁ\73)(7274)—(71\74)(\72\73) die Gleichung

(T2 o (T2 =02 (7 472) () ().
Speziell ist
(Vs )(V ;) = (Vi) (9592 (v, ) one

2

() (5) (350 (7200 ()

Um die im Folgenden behandelte Pol-Polaren-Korrelation rechnerisch zu erfassen, machen
wir

Definition : (a;b;c) :=(a;b;—c)

Daraus ergeben sich unmittelbar folgende Rechenregeln:

Hilfssatz 6 : (a,;b,;c,)-(a,;b,;¢,) =(a;;b;;¢,) *(a,;b,;c,)
(a;;by5¢)x(a,;b,c,) =—(a;by5c ) x(a,;b,5¢,)

a, b, ¢
(ao;bo;co)*(al;bl;cl)x(az;bz;cz)=(ao;bo;co)'((a1;b1;cl)X(az;bz;cz)):det a, bl C |=
a, b, ¢,

a,-b,-c,+a,-b,-c,+a,-b,-c,—a,-b,-c,—a,-b,-c,—-a,-b,-c,

Im folgenden Satz 23 soll die Inzidenz und die Orthogonalitat im Halbkugel-Modell mit
kartesischen Koordinaten beschrieben werden. Dabei ist zu bedenken, dass der H-Punkt mit

den kartesischen Koordinaten (X;y;+/1—x*—y?) in Anlehnung an die projektive Geometrie

auch durch (x ; y; 1) mit hochgestelltem H dargestellt wird, und dieses Tripel mit

(t-x; ty; t)H identifiziert wird, falls t =0 ist. Der Punkt, der durch (3, 4 ; 5)" mit

hochgestelltem H dargestellt wird, ist also der Punkt der Halbkugelfl&dche, dessen x-Wert g

2 2
dessen y-Wert g und dessen z-Wert \/1—@) —(g) ist. Er muss von dem Punkt (3 ;4 ; 5)
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mit z-Wert 5 unterschieden werden, bei dessen Darstellung kein hochgestelltes H benutzt
wird. Der Sinn dieser verwirrenden Unterscheidung liegt in rechnerischen Vereinfachungen
durch die Vermeidung von Nennern.

Satz 23 : Gegeben sei das Halbkugel-Modell mit der Punktmenge P und der Geradenmenge
G". (x;y;1)" stellt genau dann einen H-Punkt dar, wenn (x;y;1)*(x;y;1) <0 ist. [a; b ; d]"
ist eine H-Gerade genau dann, wenn (a;b;d)=*(a;b;d) >0 ist, aber a und b nicht beide gleich
Null sind. AuRerdem gilt:
1. Inzidenz: (x;y;1)" €P" liegt auf der Geraden[a ; b ; d]" genau dann, wenn
(x;y;1)-(a;b;d)=a-x+b-y+d-1=0 ist.
2. Verschiedene H-Punkte (x,;y;;1)" und (x,;Y,;1)" haben stets genau eine H-
Verbindungsgerade, ndmlich
(Xliylll)H X(Xz:nyl)H = [yl_ Yor Xy = X XY, _Xz'yl]H
3. Orthogonalitat : Die H-Gerade [a,;b,;d,]" schneidet die H-Gerade [a,;b,;d,]" genau
dann senkrecht in einem H-Punkt, wenn
[a;;by;d,]" *[a,;b,;d,]" =a,-a, +b,-b, —d, -d, =0 gilt. Der H-Schnittpunkt ist dann
H
b,-d,-b,-d; d;-a,-d,-a,
a;;b;;d, | x|a,;b,;d, 2 1.1 1] .
2300, x[zibi0, T (alb ~a,-b, "a, b, abj

4. g1=[ay; bl;dl]H und g2 = [a,; bz;dz]H seien verschiedene H-Geraden. Wir kiirzen die

Tripel mit v, und v, ab.
1. Fall: (vi*vj) (v £V ) ( , *vz) Dann sind gz und g2 hyperbolisch parallel.
2. Fall:. (vj*vj) (v *V ) ( ) * 2) . Dann gibt es einen einzigen gemeinsame
H-Punkt, namlich (v, xV, ) =(b,-d, ~b, d,;d,-a,~d, -a,;a,-b, ~a,b,)"
3. Fall: (71*72)2 > (vi*vi)(vj*vj) . Dann gibt es eine einzige gemeinsame
H-Lotgerade , ndmlich [ﬁT:[bl-d ~b,-d,;d, -a, a,;—(a,-b, -a,-b,)]".
Beweis : (x;y;l)H ist genau dann ein H-Punkt, wenn (x;y;l)*(x;y;l) =x*+y*-1<0. Wenn

man den Punkt durch eine Vielfaches (t-x;t-y;t)H mit t= 0 darstellt, gilt Entsprechendes,

denn t*> >0.

[a b d]H ist eine H-Gerade genau dann, wenn die zugehdrige Schnittebene mit der
Gleichung a-x +b-y=—d einen euklidischen Abstand kleiner als 1 von Ursprung (0 ; 0 ; 0)

hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn <1 qilt, also

—d
Va2 +b?
(a;b;d)*(a;b;d)=a*+b*—d* >0 ist.

1. Die Inzidenz-Bedingung folgt unmittelbar aus der Gleichung a-x +b-y+d=0.
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2. Die H-Punkte (x;;y;;1)" und (x,;Y,;1)" liegen in der Ebene mit der Gleichung

(V.= ¥,)-x+(X, = X;)-y+X;-y, —X,-y, =0, wie man durch Einsetzen erkennt. Diese
Ebene hat einen euklidischen Abstand <1 vom Ursprung, da z. B. der Punkt (x,;y,;0) der x-
y-Ebene darauf liegt und einen euklidischen Abstand <1 vom Ursprung hat.

3. Die Ebenen der H-Geraden v, =[a,;b;;d,]" und v, =[a,;b,;d,]" haben die
Normalenvektoren (a,;b,;0) und (a,;b,;0). Die Geraden selbst sind genau dann orthogonal,

wenn sie einen gemeinsamen Punkt Q(x;y; z) auf der Halbkugelflache haben und ihr

Schnittwinkel 90° ist. Da der Schatten-Punkt (x ; y ; 0) von Q auf den Ebenen beider Geraden
liegt, gilt a,-x+b,-y=—d, und a,-x+b,-y=-d,. Wenn die Geraden sich schneiden,

haben sie einen Schnittwinkel von 90° genau dann, wenn die Vektoren (a,;b;;0)x(x;y;z)
und (a,;b,;0)x(x;y;z) orthogonal sind, denn diese Vektoren liegen in der Tangentialebene

von Q und sind senkrecht zu (a,;b;;0) bzw. (a,;b,;0). Die Kreuzprodukte sind genau dann
orthogonal, wenn gilt:

0=((a;b;;0)x(x;y:2))-((2,:0,:0)x(x;y:2)) =
((3,:0:30)-(a,35,30))-((x:¥:2)- ( %:2)) = (213033 0)- (X ¥:2))- (823023 0) - (x: ¥ 2) ) =
(a,-a,+b,-b,)-1-(a,-x+b,-y)-(a,-x+b,-y)=4a,-a,+b,-b,—d, -d,=

[a;;by;d,]" *[ay;b,:d,]"

Wenn fiir die H-Geraden [a,;b;;d,]" *[a,;b,;d,]" =0 vorausgesetzt wird, ist

[a;;b,;d,]" x[a,;b,:d,]" =(b,-d, ~b,-d,;d, -a, ~d, -a,;a,-b, —a,-b,)" ein gemeinsamer H-
Punkt, denn nach Hilfssatz 4 gilt
(o) ) 52) (7
4. Aus (v %V,)" =(v,#v;)-(V, v, ) folgt mit Hilfssatz 4 (v, xV, ) (v, xV, ) =0. Wegen
0=(V;xV, ) #(V;xV, ) =(b,-d, ~b,-d,)’ +(d; -a,~d, -a,)" ~(a,-b, ~a, b, )’ ist dann

b, -d, b, -y ;OIl '3,-0,-3, :0 | ein Punkt des Halbkugelrandes,
al'bz_az'bl al'bz_az'bl

die Geraden folglich hyperbolisch parallel.
Aus (71*72)2 <(vj*v7)(v7*v?) folgt (levz)*(levz)<0 Auch dann ist

2 =_(\71*\71)(\72*\72)<O

a,-b,—a,-b,#0 und R::(

— —\H
a,-b,—a,-b, #0, aber R Schattenpunkt eines H-Punktes, namlich von (vl xvz) :

Aus (71*72)2 >(Vl*71)(72*72) folgt (lev—z)*(lev—z)>0 Fr v, :=v,xv, giltdann
V-V, >0, ﬁ*%:?l-(\zxvz)zo und vj*vj:vj-(vixvj%O. Darum ist v, Tripel

einer H-Geraden, die orthogonal zu g1 und g2 ist. mi

19. Abstande im Halbkugel-Modell
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Definition : Unter dem H-Abstand einer H-Geraden g von einem H-Punkt Q verstehen wir
den H-Abstand, den Q vom FulRpunkt des H-Lots auf g hat.

Unter dem H-Abstand von zwei H-Geraden g und h, die eine gemeinsame H-Orthogonale |
haben, verstehen wir den H-Abstand der Schnittpunkte mit j.

Der folgende Satz 24 zeigt, dass ein Zusammenhang zwischen MalRen und Stern-Produkt
nicht nur bei der Orthogonalitat besteht.

Satz 24 :

1. Qi= (X;y;D)"™ und Q2= (X,;y,;1)" seien zwei H-Punkte auf der H-Geraden g mit
den Enden Qs = (X,; YD) und Q4= (X,;Y,;1)", die in dieser Reihenfolge die
Orientierung festlegen. Die zugehorigen Tripel seien mit vi mit
i €{1,2,3,4} abgekiirzt. Dann ist der signierte H-Abstand von Q1 zu Q2 gleich

v, %V, )-(v, *v,
o,s..n(: ) v ve)
(Vo) (wew)

2. = (X, ¥, D))" und Q2 = (X,;Y,;1)" seien zwei H-Punkte und
(Xl'X2+Y1'y2_ )2
(% +y; =1)- (G +y3-1)

und Q2 ist gleich In<\/X—1+JX). Daraus folgt A :(cosh(S))z.
3. g=[a;b;d]" seieine H-Gerade, Q = (x;y;1)" ein H-Punkt und
2
(a-x+b-y+d)
(a® +b*—d?)-(x* +y* -1)
Q und g ist gleich In(\/l—X +\/j) Daraus folgt A = —(sinh(S))z.

4. g1=[a;b,;d,]" und gz = [a,;b,;d,]" seien zwei H-Geraden mit einem gemeinsamen
(a,-a,+b,-b,~d,-d,)’
(af +b; —d; )- (a3 +b3 —d3)
Abstand von g1 und g2 ist gleich In(\/k—1+\/x).

5. g1=[a;b,;d,]" und g2 = [a,;b,;d,]" seien zwei verschiedene H-Geraden mit dem H-

A= . Dannist A >1 und der (unsignierte) Abstand & von Q1

A= .Dann ist & <0 und der (unsignierte) Abstand & von

H-Lotund A = . Dann ist A >1 und der (unsignierte)

Schnittpunkt Qo . Die zugehdrigendenTripel seien mit v, und v, abgekiirzt, und es
sei v, == (a,;b,;d,)x(a,;b,;d,) . Dann gilt fiir die H-GroBe a des Winkels £(g,,9,) :
V, %V, =V, *V, -sign(a, -b, —a, -b
cos(a) = —— E*Vi — und sin(a) = s v_) E ( ) , wobei
S ) (v ;) S ) (v ;)
sign(a, -b, —a, -b;) gleich 1 ist oder -1, je nachdem a, -b, —a, -b, grolker oder

kleiner als Null ist.
Beweis: 1. Es sei zunéchst Q1 der Scheitelpunkt von g, also (X;;y,) =0,5-(X; +X,; Y, +VY,) -

Da Q2 auf g liegt, gibt es ein t e R mit
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(Xz;yz) = (Xl; yl) +t-((X4; y4) _(Xl; yl)) = (Xl; yl) +t '075'()(4 —X3: Y4 _ys) =
0,5-(A+1t)-x, +(A-t)-x5;(@+1)-y,+(1—-1)-y,). Dabei ist der Parameter t proportional zum
signierten Abstand vom Scheitelpunkt nach Q2 . Darum ist der signierte Abstand vom

Scheitelpunkt Q1 zu Q2 gleich 0,5- In% :

(V2*V) 0,5 (@r1) X, + A1) %) X +0,5-(@+1) y, +@A-1)-y,) -y, ~1 _
(\72*\74) T 0,5-((A+1)- X, + A1) -X,)-X, +0,5-(A+1) -y, +A—-1)-y,) -y, ~1

(1+1)-0,5-(X, - X3 +Y, Yy, —1) 1+t
(1—t)-0,5-(x4-x3+y4-y3 _1) 1-t'

da x2+y2=1und x2+y:=1.

Da sich fiir einen anderen Punkt Q1 der signierte Abstand von Q1 zu Q2 durch die Differenz
der signierten Abstdande vom Scheitelpunkt ergeben, ist damit die 1. Behauptung gezeigt.

2. |X,-y, =X, -y,| ist der Flacheninhalt des von den Vektoren (x;;y,) und (x,;y,)
aufgespannten Parallelogramms. Wenn e den Abstand des Ursprungs von der Geraden Q1Q>

bezeichnet, dann ist 0 < |Q1Q2|2 (1-e?) =|Q1Q2|2 —(|Q1Q2|-e)2 =

(Xl _X2)2 +(Y1 _3/2)2 _(Xl Y2 =X, '3/1)2 :(Xl'xz Y'Y, _1)2 _(X12 "'3/12 _1)'()(2 +y§ _1) '
Darum ist A >1.

Die Tangentialebene an die Halbkugel im Punkt Q1 hat die Gleichung

XX, +Y-Yy, —1+2-\J1-x? —y? =0 und die x-y-Ebene die Gleichung z = 0. Diese beiden
Ebenen schneiden sich in der Geraden g: X-X; +Y-Yy, —1=0 in der X-y-Ebene. Nach Satz 21

liegt jeder Kreis mit dem H-Zentrum Q1 in einer Ebene durch g (Siehe Abb. 20). Zu jeder
Ebene durch g, die die Halbkugel trifft, gibt esein A >1

mit x-X, +y-y, —1+~/A-z-J1-x?—y? =0 Fiir & =1 ergibt sich die Tangentialebene durch
Q1 und fir & gegen Unendlich néhert sich die Ebene der x-y-Ebene. Die Auflésung nach z
und Einsetzung in die Kugelgleichung x* +y* +z° —1=0 ergibt die Gleichung des

Schnittkreises auf der Kugel, namlich &-(x? +y; —1)-(x* +y* =1)—(x,-x+y, y—-1)" =0.

Alle Punkte des Kreises haben den gleichen H-Abstand r von Q1. Zur Berechnung von r
benutzen wir die Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden h, zu der Q1 der Scheitelpunkt ist,

_y2 2
namlich der Geraden mit der Parametergleichung p(t) = (X;;y,)+t- (=Y X,)- flz(l—gll in
Xi+Y

der x-y-Ebene. Fiir t = 1 ergibt sich ein Grenzpunkt von h. Um den Parameterwert fiir einen
Schnittpunkt mit dem Kreis zu bestimmen, ergibt die Einsetzung in die Kreisgleichung

(X? +y? =1)-(t* - A=A +1) =0 mit einer Lésung t = \/1—7% Der H-Abstand des zugehdrigen
Schnittpunktes von h mit dem Kugelkreis ist folglich

r:0,5-lni%:=0,5-In(\/ﬁ+\/2)2 = |n(m+¢x)_ Wenn Q. auf dem Kreis liegt, hat
A den in der Behauptung angegebenen Wert und r ist dann der H-Abstand 6 von Q1 und Qo.
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Aus § = In(\/X—lﬂ/X) folgt € =vA—1+A,

g Ja-4a-1 B e
e _(\/XJM/H)-(\/X—\/H)_\/X vA —=1 und daraus

A= (0,5-(e8 +e‘8))2 = (cosh(8))”.

3. Wegen a’+b*—d?>0 und x*+y?—1<0 ist L.<0.
Nach Satz 21 ist jede H-Abstandskurve ein Kugelkreisbogen, der sich als Schnittkurve der
Halbkugel mit einer Ebene a-x+b-y+d+c-z=0 mit ¢ # 0 durch die Enden von g ergibt. Es

_a-X+b-y+d

folgt z= . Wegen x*+y*+2z*-1=0 folgt

- (X +y* =D +(@-x+b-y+d)>=0. Fur c=~—% -va? +b? —d? ergibt sich fur die
Abstandskurve die Gleichung (a-x+b-y+d)? —A-(a+b*—d?)(x* +y? —1) =0, auf der Q

liegt. Diese Gleichung beschreibt die Vereinigung zweier Abstandskurven zum gleichen
Abstandsbetrag.

Zum Nachweis, dass der zugehorige Abstand durch In (\/1—7: +\/—X) gegeben ist, betrachten

wir einen Schnittpunkt S der Abstandskurve mit der H-Geraden[-b ; a ; O]H, diegim
Scheitelpunkt R orthogonal schneidet. Dazu benutzen wir die Parametergleichung

[3(t) =t-(a;b) in der x-y-Ebene. Die Einsetzung in die Gleichung der Abstandskurve ergibt
(t-a2+t-b?+d)? —A-(a® +b? —d?)(t? - (x> + y?) —1) = 0. Zur Vereinfachung normieren wir
die Geradengleichung, indem wir a® +b? =1 voraussetzen, so dass —d den euklidischen
Abstand der Ebene von g zum Ursprung angibt, falls der Vektor (a ; b ; 0) zu dieser Ebene
hinzeigt. Dann ergibt sich die Gleichung t2-(1+A-(d? —=1))+2-d-t+d?-1—X)+A =0 (*).

d—v 2 V1-%-@1-d?)

. Der H-Abstand des H-Punktes S von H-Punkt

Eine LOsung ist t =

—d? L+r-1
[0;0;1]"ist 0,5.|nl+—t=0,5-ln (l_d)'(\/j'_(d +1) ‘1_}_”_”_”_'((1 *1 =D puren
1-t @+ d)- (- (d 1) ~1- & —2-(d -1) 1)

Multiplikation von (\/—X-(d + 1)-\/1—7: +7_v(d + 1) —1) im Zahler und Nenner ergibt sich der

_ — —\ 2
H-Abstand 0,5-In (%.(\/14 +\/—k) ) Da der H-Abstand des H-Punkte R von
+

[0;0; 1] gleich % ist, folgt fiir den H-Abstand von R und S der behauptete Term
In(\/l—_i+\/j).

Bei einer zweiten Lésung von der Gleichung (*) ergibt sich der gleiche Term.

Aus & = In(\/l—_i+\/j) folgt & =v1- A ++—, e =+1-2 —v—A und daraus

r=—(0,5-(e" ) =—(sinh(3))".
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4. Nach Satz 23 ist A >1. Es sei Q der Schnittpunkt des gemeinsamen H-Lots j mit g.. Wir
kiirzen die Tripel von g1 und g2 mit v, und v, ab. Dann ist nach Satz 23 j durch das Tripel

v, xV, gegeben und Q durch v, =72x(71x72).

Da gz orthogonal zu j ist, gilt vj*(vjxvj) =0. Nach Hilfssatz 5 ist darum

ViV = Vo (Vax(Vixva )| = (Ve ) (Vix v = (e (U v ).
Darum folgt mit dem A der 3. Behauptung

) (@) (@) ()

) () (v (o) (o) () )
—(71*\71)-(72*72)+(V1*\72)2:_ (vi*v;) L
R O e B T N O B
und der gesuchte Abstand In (\/]j+\/j) = In(«/%+«/ﬁ).

5. Die kartesischen Koordinaten von Qo sind (X,;Y,) = [b -d; =b, - gl ; 4 'bdz 4, bdlj Far
a a

b21a1'2a21

die Matrix der ersten Komponente der Maf3-Form bei Qo ergibt sich mit A =

1
2
1xQ

yh
Xo Yo 1—xQ

den Normalenvektoren von g: und g2, darum ist o die GroRe des dadurch gebildeten Winkels.
Man errechnet

1-y2 X,y b
(bl;—ao( A QJ( 2j=

Xq Yo 17X )\,
bl-b2+a1~a2—yé-b1~b2+xQ-yQ-(—bl-az—a1~b2)—xé-a1~a2=

2
b,-b, +a,-a, —[‘:‘{ 'bd2_+aa2_ 'ble b, b, +
1 2 2 1

2 [1-Y0 %o Yo . : : idi
AT ,_ |- Die Vektoren (b;;—a,) und (b,;-a,) stehen euklidisch senkrecht zu

2
bl.dz—b2~dl.—al~d2+a2-d1_(_b -a,—a,-b,)— b,-d,-b,-d, A -a. =
a,-b,—a,-b, a -b,—a,-b, ! a,-b,—a,-h )] 7

al'a2+b1'b2_d1'd2:71*72-

Vv, ¥V,

S ()

Daraus folgt ||(b;;—a,)[" =2 -V, *V; und cos(c) =
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3 (0 1
Die Matrix der 2. Komponente der MalR-Form ist (\/X) ( 1 Oj' Darum ist
—— — 3 0 1) b, 3
AoV AV v, sin(e) = (VA ) - (bi-a)| ol 2 |=(VA) (ay-b, e, by
2

L VeV
(al'bz_az 'bl)

\/_VO*VO'Sign(al'bz_aZ'bl). .
Y] (v

Wir wenden die zweite Behauptung von Satz 24 auf ein H-rechtwinkliges Dreiseit mit den
Eckpunkten Qo, Q1 und Q2 an mit H-rechtem Winkel bei Qo. v, , v, und v, seien

(7+5)
e o)

(3o (5o
) () (2 770

Hilfssatz 5 ist 0= (vT,xvi)*(vjxvj) = —(70*70)(71*72)+<70*\71)(70*72) . Darum folgt

- folgt daraus

Wegen % =1-X%3 - Vg

sin(a) =

fur

zugehorige Tripel und 9§, = ||QiQk||H . Dann ist (cosh(éiik))2 =

i,k e {0;1;2}, also (cosh(8,,))" -(cosh(3,,))” = . Nach

(cosh(601))2 -(cosh(éoz))2 = (cosh(éslz))2 ,also (cosh(8,,))-(cosh(8,,)) = (cosh(8,,))-

20. Pole

Um im Folgenden eine Sonderbehandlung des Nordpols der Halbkugel zu vermeiden,
erweitern wir die x-y-Ebene um unendlich ferne Punkte zu einer projektiven Ebene. Ein
unendlich ferner Punkt wird durch die Richtung einer Geraden bestimmt, wobei hierbei

Richtung und Gegenrichtung nicht unterschieden werden. Wenn a-X+b-y+d=0 eine
Gleichung der Geraden g ist, dann ist (a ; b) ein Normalenvektor und ein Vektor (x ; y) # (0;0)
mit a-X+b-y =0 zeigt in Richtung von g. Der dadurch bestimmt unendlich ferne Punkt
wird dann durch das Tripel (X; Y ; 0)° mit hochgestelltem Punkt beschrieben und als der

einzige unendlich ferne Punkt auf g angesehen. Da der Vektor (t-X;t-y) fiir t=0 die gleiche

Richtung anzeigt, bezeichnet (t-x;t-y;0)" den gleichen unendlich fernen Punkt. Ein
endlicher Punkte (x ; y) der affinen Ebene fligt sich dadurch in diese Bezeichnungsweise ein,

dass man ihn durch (x; Yy, 1)° beschreibt und diese Tripel mit (t-x;t-y;t)* identifiziert, falls
t =0 ist. Der Punkt (p;q;t)* mit t # 0 stimmt in der projektiver Darstellung also mit dem

Punkt (%:%;1] Uberein, und er hat die affine Darstellung [%%J da sein x-Wert in der

x-y-Ebene % ist und sein y-Wert %

Analog beschreibt man die Gerade mit der Gleichung a-X+b-y+d =0 durch [a,b;d]",

wobei [t-a,t-b;t-d]* die gleiche Gerade sein soll, allerdings mit entgegengesetzter
Orientierung, falls t < 0 ist. Die unendlich ferne Gerade, auf der alle unendlich fernen Punkte

85



liegen wird mit [0; 0 ; 1]' bezeichnet. Ein Punkt (x ; y ;t)* liegt genau dann auf einer
Geraden [a,b;d]", wenn a-X+b-y+d-t=0,also (X ; y;t)-(a,b;d) =0 ist. Wenn

(X, ; Y, ;t)° und (x, ;y, ;t,)" verschiedene Punkte auf [a,b;d]" sind, dann liegt der Punkt
(X ; y;t)° genau dann ebenfalls darauf, wenn es Zahlen A und p gibt mit

X3y =A-(X ;Y t)+u-(X, ; Y, ;t,). Wenn t=t, =t, =1 ist, dann folgt A +p=1 und

AA
(X Y)=A-(X;Y)+u-(X,;Y,),sodass Y das Teilverhltnis angibt.
U

Durch dieses Verfahren wird der zweidimensionale affine Raum durch die Hinzunahme von
unendlich fernen Punkten zu einem zweidimensionalen projektiven Raum, dessen Element
mit Hilfe von Tripeln bestimmt werden. Fur den dreidimensionalen affinen Raum geht man

analog vor. Ein endlicher Punkt (x ; y ; z) wird durch (X ; Y Z; 1)” angegeben, ein
unendlicher durch (X ; y; z;0)", eine Ebene durch [a; b; ¢;d], wobei die Multiplikation
mit 0 keine Anderung bewirkt. Der Punkt (X ; y; Z;t)" liegt genau dann auf der Ebene
[a;b;c;d],wenn a-x+b-y+c-z+d-t=0ist.

Die furr einen H-Punkt bzw. eine H-Gerade benutzte Bezeichnung (x;y;t)" bzw. [a,b;d]"

passt insofern ins Bezeichnungssystem, als die Inzidenz ebenfalls durch a-X+b-y+d-t=0

2 2
beschrieben wird. (x;y;t)* mit (%) +[%j <1 bezeichnet den Schattenpunkt von (x;y;t)".

2 2
Im Fall (%) +(%) >1 ist (x;y;1)" nicht definiert, wohl aber (x;y;t)*. Entsprechendes gilt

fir [a,b;d]" und [a,b;d]".

Zur Klarung des geometrischen Zusammenhangs zwischen Inzidenz und Orthogonalitat in der
hyperbolischen Geometrie ist die Pol-Polaren-Beziehung fundamental:

Definition : Unter dem Pol einer Geraden [a,b;d]* der projektiven x-y-Ebene beziiglich des
Einheitskreises verstehen wir den Punkt (a,b;—d)* und unter der Polaren des Punktes

(x;y;1)" die Gerade [x;y;—t]". Wir benutzen dies Bezeichnungen auch, falls der
hochgestellte Punkt durch ein hochgestelltes H ersetzt wird.

Unter dem Pol einer Ebene [a, b;c;d]" des dreidimensionalen projektiven Raums bezuglich
der Kugelflache x? +y? +z* =1 verstehen wir den Punkt (a,b;c;—d)" und unter der Polaren
des Punktes (x;y;z;t)" die Gerade [Xx;y;z;—t]".

Der Pol der Geraden [a, b;d]" stimmt also mit dem der Ebene [a, b;0;d]" tberein.
Da H-Geraden g1 = [a,] bl;dl]H und gz = [a,; bz;dz]H nach Satz 23 genau dann H-orthogonal
sind, wenn [a,; bl;dl]H *[a,; bz;dz]H =a,-a,+b,-b, —d,-d, =0 gilt, ist dies aquivalent damit,

dass der Pol von [a,;b,;d,]" auf [a,;b,;d,] liegt.
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Abb. 22

Die Abbildung 22 zeigt eine magentafarbene H-Gerade g mit ihrem Pol, der sich als
Schnittpunkt der magemtafarbenen Tangenten in den Grenzpunkten ergibt. (Dies wird im
folgenden Abschnitt gezeigt.) Die Eckpunkte A, B und C eines H-Dreiseits wurden mit dem
Pol verbunden und die zweiten Schnittpunkt A’, B und C’ mit der Halbkugel bestimmt. Sie
werden als Bilder der H-Spiegelung an g angesehen. Die euklidischen Verbindungsgeraden
der Enden von entsprechenden H-Seitegeraden gehen alle durch den Pol von g.

Der weil3 geftllten H-Mittelpunkt des Umkreises von ABC ist hier Punkt von g. Darum liegen

die Spiegelungspunkte A’, B* und C’ ebenfalls auf dem Kreis. Der Pol von g liegt auf der
Kreisebene.

Man sieht hieran, dass die Pol-Polaren-Beziehung eng mit Spiegelungen im Halbkugel-
Modell zusammenhangt.

Um zu einer analytischen Beschreibung der H-Spiegelung zu gelangen, betrachten wir eine H-
Gerade g =[a,b;d]" und ihren Pol Q. Q hat als Punkt der x-y-Ebene die projektive
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a_ b
Darstellung (a;b;—d)" und die affine Darstellung (—a;—a) . Als Punkt des x-y-z-Raums hat
d d
Gerade h durch Q und einen Punkt R = (X ; ¥ ; ) auf der Einheitkugelfléche hat die

a_ b
es die projektive Darstellung (a;b;0;—d)* und die affine Darstellung (——;——;0). Die

d
von h mit der Kugelflache hat dann den Parameterwert
a’+b*—d?
U= 2 2 2"
2-a-d-x+2-b-d-y+a“+b°+d
Daraus errechnet man, dass der Schattenpunkt von S der Punkt mit den projektiven
Koordinaten

—(x,y,1)"+2

- a b a_ b, ) .
Parameter-Darstellung p(u) = ——,—a,O +U- x+a,y+a,z . Der zweite Schnittpunkt S

. a.2x+ bz.y+2d @b, —d)* =—(x,y,1)" +2- (x,y,1) *(a; b;—d) (b —d)" st
a“+b"—d (a;b;d)*(a;b;d)

Dies liefert die Abbildungsvorschrift fur die H-Spiegelung an g. Eine entsprechende Formel

erhalt man, wenn die Kugelflache (2-Sphare) durch eine 3-Sphére ersetzt wird. Dazu definiert

man das Stern-Produkt entsprechend wie im zweidimensionalen Fall durch

(a;;b;cy;d;) *(a,:b,:C,;d,) =2, <@, +b, -b, +¢;-C, —d, -d,.

Im Folgenden wird gezeigt, dass die H-Spiegelung Inzidenz-, winkel-, abstands- und
flacheinhalts-treu ist. Dabei wird haufig die Pol-Polaren-Beziehung benutzt, die fiir die
projektive Ebene einen guten geometrischen Sinn hat, aber nicht in gleicher Weise fir das
Halbkugel-Modell, da den H-Geraden zwar wie in Abbildung 22 ein Pol in der x-y-Ebene
zugeordnet werden kann, zu einem H-Punkt aber nicht so gut eine Polare. Dieses Problem tritt
im Beltrami-Klein-Modell nicht in gleicher Weise auf, da die projektive Ebene eine natirliche
Erweiterung des Beltrami-Klein-Modells ist.

21. Das Beltrami-Klein-Modell

Das Beltrami-Klein-Modell, haufig kurz Klein-Modell genannt, entsteht dadurch, dass die H-
Punkte und H-Geraden parallel zur z-Achse auf die x-y-Ebene projiziert werden. Die
zugehorige Projektionsabbildung bezeichnen wir mit IT.

Definition :
e Die Menge der , Punkte’ PX des Beltrami-Klein-Modells ist die Menge der
Punkte{(x;y)‘x, y e R mit x* +y? <1}. Wir benutzen fiir diese K-Punkte wie bei dem

Halbkugel-Modell die an der projektiven Geometrie orientierte Bezeichnung (x;y;1)"
und identifizieren dieses Tripel mit jedem Tripel (t-x;t-y;t) mitt=0. Die Zahl

J1-x? —y? wird als Hohe eines K-Punktes (X;y;1)" bezeichnet.

e Die Menge der , Geraden’ GK des Beltrami-Klein-Modells, K-Geraden genannt, ist
die Menge der Sehnen des Einheitskreises, wobei die Endpunkte auf dem Kreis nicht
zu den Sehnen gehdren. Zu einem Tripel (a ; b ; d) mit
(a; b;d)*(a; b; d)=a’+b?—d* >0 bezeichnen wir die Sehne

88



{(x;y)‘x2 +y*<lunda-x+b-y+d =O} mit [a ; b ; d]*. Ihre euklidische Mitte
(—a-d;—b-d;a*+b*)"* wird als Scheitelpunkt von [a ; b ; d]* bezeichnet.

e Die GroRe des Winkels zwischen zwei K-Geraden [a, ; b, ; d,] und
[a, ; b, ; d,]“stimmt mit der zwischen den H-Geraden [a, ; b, ; d,]" und
[a, ; b, ; d,]" Uberein.

o Der signierte Abstand von einem K-Punkt (x,;y,;1) zu einem K-Punkt
(X,;¥,; 1) stimmt mit dem vom H-Punkt (x,;y,; )™ zum H-Punkt (x,;y,;1)"

uberein.
e Auch die MaB-Form p§ tbernehmen wir aus dem Halbkugel-Modell: Es seien

(xi;y;) und (x;;y,) Tangentenvektoren beim K-Punkt Q in kartesischen Koordinaten

des R mit den K-Langen |(x;;y:)|" und |(x;; ;)| . die einen Winkel mit der K-

GroRe o einschlieBen. Dann ist die erste Komponente H(xi;yQ)HK 1ERA “ . cos(a)
1-yg XqYq
1—x2 —v2)2  (1—x2 —\2)2 ,
der MaB-Form i durch (x;;y;)- =% =Ye) (17X =Vo) (ij gegeben und
Xo Yo 1-x5 Ya

1-Xg-Ya)" (-%5-Yo)’

die zweite Komponente |(x;;y;) « (x5 v5) “.sin(a) durch
0 ! 3
- (E-xe-¥e) | 1x,
(x5y1)- 3 | o
0 yZ
( 1—x2Q—y2Q)

Auf Grund dieser Definition kann man die Aussagen von Satz 23 und Satz 24 auf das
Beltrami-Klein-Modell iibertragen, indem man das Wort ,Halbkugel-Modell’ durch
‘Beltrami-Klein-Modell’ und jedes hochgestellte H durch K ersetzt.

Satz 25 (Abb. 23): Z sei der Punkt (0; 0 ; -1) im R® und A die Abbildung von der
Kugelflache um den Ursprung (0 ; 0 ; 0) mit dem Radius 1 in die x-y-Ebene, die einem Punkt
Q(x;y; z) der Kugelflache den Schnittpunkt der Geraden QZ mit der x-y-Ebene zuordnet.
Dann gilt:

1. A((x;y;z)):(ﬁ;ﬁ;o) furalle X,y,Z€R mit x> +y*+7° =1.

2. A bildet Kreise in der Kugelflache auf Kreise und Geraden in der x-y-Ebene ab.

3. Wenn sich zwei Kurven in der Kugeloberflache unter einem Winkel der GroRe o
schneiden, dann schneiden sich die Bildkurven bei A unter einem Winkel mit der
gleichen Grolie a.

Beweis : Die Abbildung A entspricht der Abbildung > in Satz 19 mit dem Unterschied, dass
das Projektionszentrum Z nicht auf der x-Achse, sondern der z-Achse liegt.

89



1 Z
1. folgt aus aus der Gleichung (0;0;,-1) + —-(x;y;1+2) = (L;—;O . 2.und 3. ergeben
1+z 1+z 1+z

sich aus Satz 19 unter Beriicksichtigung der Ergidnzung dazu. i
Die Abbildung A zeigt neben der Projektion parallel zur z-Achse eine andere Moglichkeit,
von dem Halbkugel-Modell zu einem weiteren Modell der hyperbolischen Geometrie in der
X-y-Ebene zu gelangen. Dieses Modell wird auch als ,Poincaresches Kreis-Modell’

bezeichnet im Unterschied zum ,Poincareschen Halbebenen-Modell’, das wir kurz Poincare-
Modell genannt haben.

}&\
|
Il/I(

B e = Y
A e o
Wb )
! f ’ / xl|
SSSSSE===2tv7’
SSSSNE==re?
S
N
e
\‘*E. 51:‘1 "EE#
Abb. 23

In Abbildung 23 wird die Wirkung von A auf die H-Punkte A, B und C dargestellt , die
Eckpunkte eines H-Dreiseits mit einem euklidisch rechten Winkel bei A sind. Die Projektion
parallel zur z-Achse ergibt das Dreieck A’B’C” aus K-Punkten in einem K-Dreiseit mit
euklidisch geraden Strecken. Der Winkel bei A’ hat in der Geometrie des Beltrami-Klein-
Modells die GroRe 90°, ist aber kein euklidisch rechter Winkel. Die stereographische
Projektion A mit dem Zentrum Z(0 ; 0 ; -1) bildet A, B und C auf ein Dreieck A“B“C* ab,
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dessen Seiten Kreisbdgen zu Kreisen sind, die senkrecht auf dem Einheitskreis in der x-y-
Ebene stehen. Diese Kreisbdgen bilden bei A* einen euklidisch rechten Winkel. Alle drei
Winkel des K-Dreiseits A’B’C’ kann man bestimmen, indem man die euklidischen
WinkelgroRen in dem Dreiseit A“B“C* misst.

Abb. 24

Abbildung 24 zeigt, wie man das Dreiseit A“B“C* in der Zeichenebene konstruieren kann:
Man verlangert jede Seite des K-Dreiseits A’B’C” euklidisch geradlinig bis zum Einheitskreis
und macht den Schnittpunkt der Tangenten in den Enden zum Mittelpunkte des zu der Seite
gehorenden Kreisbogens von A“B“C*. Dieser Schnittpunkt ist der Pol der euklidischen
Seitengerade. Abbildung 24 zeigt, dass der Pol von A’B" auf A’C’ liegt und der Pol von A’C'
auf A’B'. Wir untersuchen diesen Zusammenhang in Satz 26.

Im Folgenden werden nur Polaren und Pole beziiglich des Einheitskreises benutzt. Wir lassen
darum diesen Zusatz auch weg.

Hilfssatz 7 klart den Zusammenhang zwischen den Punkten A’ und A* in Abbildung 24.
1—J1-x2 —y?
¥ sei ein K-Punktund f = — Yo . Dann ist der K-Punkt
Xq Yo
M = (x,-f;y,-f;1)* der K-Mittelpunkt zwischen Q und dem Zentrum Z = (0;0;1) des

Einheitskreises. Wenn g und h zwei K-Geraden durch Q = Zsind, dann ist M der
Schnittpunkt der zugehdrigen Kreisbogen durch die Enden von g bzw. h, die senkrecht auf
dem Einheitskreis stehen.

Hilfssatz 7 : Q = (X031 Yos
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(xg-f+ys-f-1)° 1-X5— Yo

Beweis : Es ist = =
(Xg+Y5—D- (x5 - f2+yg-f2-1) (xé+yé—1)-(xQ f24ys-f2-1)

2

(-1 J;O]: _1)2 > . Darum ist hat M nach Satz 24 von Q und von Z den gleichen
(0+0-1)-(xg-f*+y5-f°-1)
K-Abstand.
[a;;b, :d,] und [a,;b, :d,]* seien zwei K-Geraden, die sich in Q == Z schneiden. Dann ist

b,-b a,—
Xq =————— und Y, =—————— Die Pole der Geraden sind die projektiven
al'bz_az'bl al'bz_az'bl
2 2
a . b a, b, -

Punkte (a;;b,:—d,)" =(—- d d :1)" mit der Potenz ) + ) —1 beziiglich des

Einheitskreises. Die zu den Geraden gehorigen Kreisbdgen gehoren zu den Kreisen

2 2 2 2
x2+2‘2 x+y2+2-%‘y+1:(x—ij +£y—i} —[ij - b—aJ +1=0. Fir die

1+, /1-x2 —y? 1+ 1-xg -

Schnittpunkte errechnet man dann x = X, - —L Yo und y =Yy, - yQ
XQ + yQ X + yQ

wobei das Pluszeichen fiir den Schnittpunkt auflerhalb des Einheitskreises gilt. O

Definition . Zu einem K-Punkt Q nennen wir den K-Punkt M in Hilfssatz 7 ,Winkel-
MafBpunkt zu Q’.

Zu einer K-Geraden g nennen wir die Strecke oder den Kreisbogen durch die Enden von g,
die senkrecht auf dem Einheitskreis steht, auch dann (sprach-missbréuchlich) den 'zu g
gehoérigen Kreisbogen', wenn Q = M = Z gilt, also g eine Strecke durch Z ist, die mit diesem
'Kreisbogen' tibereinstimmt.

Satz 26 : Gegeben sei eine Gerade g = [a,b;d]* mit dem Pol G = (a,b;—d)*. Dann gilt:

1. g geht genau dann durch G, wenn G auf dem Einheitskreis liegt. Dies ist auch

aquivalent damit, dass g Tangente an den Einheitskreis ist.

Ein Punkt R liegt genau dann auf g, wenn die Polare von R durch G geht..

3. G ist der Schnittpunkt der Polaren zweier beliebiger verschiedener Punkte auf g. g ist
die Verbindungsgerade der Pole zweier beliebiger verschiedener Geraden durch G.

4. Wenn g den Einheitskreis in zwei Punkten E1 und E> schneidet, dann ist G der
Schnittpunkt der Tangenten in E1 und Ez, und umgekehrt.

5. h =g sei eine Gerade durch G, welche den Einheitskreis in Punkten E1 und E2 mit

E, # E, schneidet und g im Punkt H. Wenn dann H die Strecke E,E, (euklidisch) im

Verhaltnis A teilt, dann teilt G diese Strecke im Verhaltnis — .
Beweis : 1. g geht genau dann durch G, wenn a-a+b-b—d-d =0 ist, also wenn

N

2 2
(ij +(£dj =1 gilt, d. h. G auf dem Einheitskreis liegt. g ist dann Tangente in G, da

~d
d

(a; b) Normalenvektor von g ist. Wenn g Tangente ist, dann ist der Abstand —
a“+b

vom

Ursprung gleich 1, also a-a+b-b—d-d =0, und umgekehrt.
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2. Sei R = (x;y;t)". R liegt auf g genau dann, wenn a-X+b-y+d-t=0 ist. Dies ist
dquivalent mit a-X+b-y+(-d)-(-t) =0, also damit , dass die Polare von R durch G geht.

3. folgt unmittelbar aus 2.

4. Wenn g den Einheitskreis in zwei Punkte E1 und E2 schneidet, dann gehen die Polaren von
E1 und E2 durch G. Dies sind aber die Tangenten in E; und Eo.

5.v,, v, seien Tripel zu E1, E2und v, Vy, v, zu G, g, H mit dritter Komponente 1.
wobei

Dann gibt es Zahlen ry, r,, Sg, S, Mit vg =1, -v, +s5-v, UNd v, =1, -V, +S,, -V, ,

! T . A . . — o .
si und s_H die Teilverhaltnisse angeben, in denen die Strecke E,E, geteilt wird. Es gilt
G H
Ve *Vy =V, -V, =0 und v,#v, =0=v, *v, ,aber v, *v, =0, dasonst v_ v, =0 ware.

—_—

O:E*E :(rc; 'V1+SG 'E)*(rH 'V1+SH 'Vz): s Sk '(\Z*vz)+se Ty <\Tz*\71>:
. e T,
(fs -Sp +Sc -rH)-(vl*vz), also ry-s,+Sg-r,=0 und ==-
Ss Sy
Punkte G und H, flr die das innere und das daul3ere Teilverhaltnis bezliglich E,E, im Betrag
gleich sind, werden ,harmonisch beziiglich E,E, ’ genannt.
Um die Bedeutung der Definition des Beltrami-Klein-Modells flr geometrische

Konstruktionen auszuloten, sehen wir uns die Aufgaben an, die denen entsprechen, die bei der
Untersuchung der Geometrie des Poincare-Modells gestellt wurden:

1. Finde zu zwei K-Punkten A und B eine K-Verbindungsgerade g.

2. Finde zu zwei K-Geraden g und h einen K-Schnittpunkt A.

3. Finde zu zwei K-Geraden g und h ein gemeinsames K-Lot j, d.h. eine P-Gerade, die
sowohl zu g als auch zu h orthogonal ist.

4. Finde zu einem K-Punkt A und einer P-Geraden g ein K-Lot zu g durch A.

5. Finde zu einem K-Punkt A und einer K-Geraden g ein K-Gerade durch A, die zu g
hyperbolisch parallel ist.

Die ersten beiden Aufgaben machen keine Schwierigkeiten. Zur dritten Aufgabe betrachten
wir Geraden g = [al;bl;dl]K und g = [a,; bz;dz]K , die weder hyperbolisch parallel sind,
noch einen K-Schnittpunkt haben. Wenn g: und g. euklidisch parallel sind, dann ist go =

[—bl;al;O]K eine gemeinsame K-Orthogonale. go ist dann auch gemeinsame euklidische
Orthogonale. Wenn g1 und g2 nicht euklidisch parallel sind, dann gibt es einen Schnittpunkt

Qim R? auRerhalb des Einheitskreises. Die Polare von Q ist dann gemeinsames K-Lot von
g1 und g2. Zur Losung der 4. Konstruktionsaufgabe verbindet man den Pol von g mit A. Bei
der 5. Aufgabe verbindet man A mit einem Schnittpunkt von g mit dem Einheitskreis.

21. Spiegelungen im Beltrami-Klein-Modell
Analog wie beim Poincare-Modell definieren wir:

Definition : Eine Abbildung B der Punktmenge des Beltrami-Klein-Modells auf sich wird
,K-Kongruenzabbildung’ genannt, wenn gilt:
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e Die Menge der Punkte, die auf einer K-Geraden g liegen, wird auf die Punktmenge
einer K-Geraden abgebildet; wir bezeichnen diese mit gB. (Erhaltung der Inzidenz)

e Fur alle K-Geraden g,h die einen K-Punkt gemeinsam haben oder hyperbolisch
parallel sind, ist [ (g,h) =0 (9B, hB), oder es gilt [! (g,h) =[] (hB,gB) firr alle
derartige K-Geraden. Im ersten Fall heif3t die Kongruenzabbildung ,gerade’ im
zweiten ,ungerade’. (Winkeltreue)

e Fir alle K-Punkte Q, R mit QB = Q’ und RB = R ist HQ_RHK - HW”K.
(Abstandstreue)

Unter der K-Spiegelung an einer K-Geraden g verstehen wir eine K-Kongruenzabbildung, die
alle Punkte auf g festlasst, aber nicht alle Punkte des Beltrami-Klein-Modells. Die K-
Spiegelung an einem K-Punkt Q ist die K-Kongruenzabbildung, die Q und alle Geraden durch
Q festl&sst, aber auf diesen Geraden nur den Punkt Q.

Auf Grund dieser Definition ist klar, dass es zu jeder K-Geraden und jedem K-Punkt
hdchstens eine Spiegelung geben kann, aber noch nicht sofort, dass es stets diese
Spiegelungen gibt.

Im Folgenden definieren wir og zundchst flr beliebige Tripel des Vektorraums R?, dann fiir
beliebige Punkte der projektiven Ebene und damit auch fiir K-Punkte, und missen dann
zeigen, dass og fur das Beltrami-Klein-Modell eine K-Spiegelung bewirkt. Die Definition
orientiert sich an den Uberlegungen im Anschluss an Abbildung 22.

Definition : Zu einem Tripel g =[a ; b ; d] mit 8’ +b*—d® # 0 sei die Abbildung o, bzw.
o, definiert durch

t)+2. (X y;t) *(a;b; —d)

(2 b:—d) % (a:b; —d) -(a;;=d) fiir Tripel in runden Klammern

g1 (X ;1) > (XY,
und

, (P q;s) *(a;b;d)

o, :[p;g;s] — —p;q;S]+2-
R g L

Wenn g eine projektive Gerade [a;b;d]" ist, dann sei (x;y;t)'c, bzw. [p;q;s]’ o), der Punkt

mit dem Tripel (x;y;t)o, bzw. die Gerade mit dem Tripel [p;q;s]o; -

Diese Definition fiir projektive Punkte und Geraden ist méglich, weil 6,9 = oy,

(A XAy k- t)o, :x-((x;y;t)cg) und [A-p;A-g;A-s]oy, =k-([p;q;s]c5;)ist.

Die Definitionen fur runde Klammern oder Punkte unterscheiden sich offenbar nur im
Vorzeichen von d von der fiir eckige Klammern oder Geraden. Dies entspricht dem Ubergang
von einer Geraden zu ihrem Pol. Wenn man eckige und rund Klammern nicht unterscheidet,

-[a;b;d] fiir Tripel in eckigen Klammern.

Definition : Ein Tripel (a;b;d) heiRt anisotrop, wenn a” +b? —d* # 0 ist, andenfalls heift es
isotrop. Wenn (a;b;d)* ein projektiver Punkt oder [a;b;d]* eine projektive Gerade ist,
benutzen wir diese Bregriffe entsprechend.

Wir nennen Tripel (p;Q;S) und (a;b;d) K-orthogonal® oder ,K-senkrecht zueinander’ und

schreiben kurz (p;q;s) L (a;b;d) , wenn (p;d;s)*(a;b;d) =0 gilt. Wenn [p;q;s]” und
[a;b;d]* projektive Geraden sind, werden sie dann ebenfalls ,K-orthogonal’ genannt. Wenn

(p;g;s)” und (a;b;d)" projektive Punkte sind, werden sie ,K-polar’ genannt.

94



Dafiir, dass ein projektiver Punkt (x;y;t)*" mit der projektiven Geraden [a;b;d]" inzidiert,
also (X;y;t)-(a;b;d) =0 gilt, schreiben wir abkiirzend (x;y;t)* | [a;b;d]".

Zu dem Tripel g = (a;b;d) e R® sei §* = {(p;q;s) € R3|(p;q;s)*(a;b;d) :0} und
o' ={(xy;) e R*|0Gyit)-(asbi d) =0},

g" und g' bilden einen zweidimensionalen Unter-Vektorraum von R* falls g#(0;0;0).
Wenn g*g=0 ist, gilt g g™, andernfalls g & g*, so dass sich dann jedes Tripel als
Linearkombination von g und einem Tripel in g* darstellen lasst. Im Fall g*g#0 gilt auch
geg', so dass jedes Tripel auch Linearkombination von g und einem Tripel in g' ist.

Wenn [a;b;d]* eine K-Gerade ist, dann iimfasst g* die Menge der Tripel (p;0;S) zu K-
Geraden [p;q;s]<, die orthogonal zu [a;b;d]* sind. g* stimmt mit dieser Menge aber nicht
uberein, da es projektive Geraden [p;q;s]” gibt, die den Einheitskreis nicht schneiden, fur die
aber p-a+0q-b—s-d=0 gilt. Analog: g' umfasst die Menge der Tripel (X;y;t) zu K-Geraden
(x;y;1)*, die auf [a;b;d]" liegen; auBerhalb des Einheitskreises gibt es aber auch projektive
Punkte (x;y;t)", die mit [a;b;d]" inzidieren.

Hilfssatz 8 : Sei g = (a;b;d) € R® anisotrop und g = (a;b;—d) .

G, und o sind lineare Abbildungen des Vektorraums R®.

G, istdie lineare Abbildung des RS, fiir die gilt : écg =§ und ps, =—p firalle p eg'.
o, ist die lineare Abbildung des R®, fiir die gilt : go, =g und ho, =—h firalle h e g*.

Beweis : Die Linearitit folgt unmittelbar daraus, dass die * -Verknipfung linear ist. Dass g,

p, g und h wie angegeben abgebildet werden, erkennt man unmittelbar durch Einsetzen. Dass
die Abbildungen dadurch eindeutig bestimmt sind, folgt aus der Linearitat und der Tatsache,

dass sowohl g und g', als auch g und g* den ganzen Raum R® aufspannen. m

Hilfssatz 9 : Fur g = [a;b;d] mit a® +b*—d® #0 gilt: o4 ist eine involutorische lineare

. a’—b*+d? 2-a-b 2-a-d
Abbildung mit der Matrix S, RPCITT 2-a-b  —a’+b*+d? 2-b-d
~2-a-d -2-b-d  -a*-b’-d?

Die entsprechende Matrix S, fur eckige Klammern entsteht durch Ersetzung von d durch -d
oder durch Spiegelung an der Haupdiagonalen der Matrix. Auf3erdem gilt:

1. (a;b;—d)o, = (a;b;—d) und [a;b;d]c; =[a;b;d]

2. ((%3Yuit)o, ) (X Vaity)o, ) = (X Vi) # (X, Yity)
3. ([n:0,:510) ) *([02:0:5,10, ) =[Py 038, #[P,: 038, ]

4. ((xyit)o, ) (Imaislel) = (6 y:t) [osgis] =x-p+y-g+t-s
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5. ((XiYurt)o, )x (3 ¥ait)o ) = [(Xi Yait) x (X1 Yit,)] o
6. ([p1:0:8,10; )% ([P 635,10y ) = ([Py: 058, 1x [P 0538,]) o
7. [a;b;d]x([p;g;s]o; ) = aib;d]x[p; ;s

Beweis : Mit A :=ﬁ ergibt sich durch Ausmultiplizieren fir (x;y;t)o, :
a‘+b’—

L-(x(a* —b? +d?) + 2aby + 2adt; 2abx + y(—a* + b* +d?) + 2bdt; —2adx — 2bdy + t(—a® —b* —d?))

Dies ist (x;y;t)S, . Das Produkt von Sq mit sich ist die Einheitsmatrix. Darum ist og

involutorisch.

1. ergibt sich durch Ausmultiplizieren.
2. Wir kiirzen in der folgenden Rechnung die Tripel durch ihre letzte Komponenten ab, so

dass z. B. t*(—d)=t-d ist. Dann errechnet man

(_tl 4 ZM(—d)]*(—tz + ZM(—d)] -

(—d) *(=d) (—d)*(-d)
goat,—2- 2 CD gy p WHCD gy g WHED LEED gy g,
(—d)*(-d) (—d)*(-d) (=d) *(=d) (=d) *(-d)

Analog rechnet man bei den eckigen Klammern.

3. folgt analog.
4 | —te2-2ED g -[—s+2ﬂdj=
(—d)* (~d) d*d
fo_23 0 gt Cd L trCd) sed
d*d dx*d d+xd d=d
s*d t-d t-d S*dd*d:t-s.
dx*d dx*d d*d d=d

5. Wegen (x;;y;it;)-[(X;yiit) x(X,;y,:t,)]=0 fur ie{1;,2} folgtaus 4.

(-d)-d=

((xi;yi;ti)cg)-[(xl;yl;tl)x(xz;yz;tz)]c; =0. Darum gibt es ein pe R mit

((xl;yl; tl)cg)x((xz;yz; t,)o, ) = u-[(Xl; Y, t)x (Xz;yz;tz)]G;. Durch Ausmultiplizieren von

z. B. der ersten Komponente zeigt sich, dass hierbei p =1 ist.
6. ergibt sich analog.
7. folgt durch Ausmultiplizieren. i

Hilfssatz 10 : g = [a,;b,;d,]° und h = [a,;b,;d,]* seien verschiedene projektive Geraden mit
a’+b>—d?=0, aZ+b2-d?=0und [a;b,;d]*[a,;b,;d,]=0.Q = (x;y;t)" mit
(X y;t) =(a,;b,;d;) x(a,;b,;d,) seiihr Schnittpunkt und q = [Xx;y;—t]" die Polare von Q.
Dann gilt:

1 X +y’ —t?=—(af +bf —d7)-(a] +b} —d}) =0

2. geg-und geh*

3. o,o, =0, =00, Und 65,6, =6, =G,C

Beweis : 1. folgt aus Hilfssatz 5.
2. (X; Y, _t) * (al; bl; dl) = (X; Y; t) : (al; bl; dl) = ((a1; bl; dl) X (az; bz; dz)) : (al; bl; dl) =0.

g
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3. Nach Hilfssatz 9 ist [a,;b;;d, 1o} 0}, =[a,;b,;d,]o; ={a;;b,;d,],

[a2;b,;d,log0, = —8,:b,:d;]o; = —a,:b,1d,] und [X;y;—tloo, = Iy —tloy = [X;y;-t],
folglich oo}, =o,.

Die Matrizen von o7 und o, sind also vertauschbar und haben als Produkt die Matrix von
o, . Dadie Matrizenvon o, o, und ., aus o, o, und o durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen entstehen, folgt darum o, 6, =c, =o,0,. O

Satz 27 :

1. Fr eine anisotrope projektive Gerade g gilt:
Q sei projektiver Punkt und h, j projektive Geraden. Dann liegt Q genau dann auf h,
wenn Qo, auf hoy liegt. h ist orthogonal zu j genau dann, wenn ho; orthogonal zu

joy ist.

2. Firg=[a;b;d]* gilt: Die Restriktion von o, auf die Menge der K-Punkte ist die
K-Spiegelung an g. o, induziert dazu die Abbildung der K-Geraden. Der Pol von g
wird durch o auf sich abgebildet. Die Grenzpunkte einer K-Geraden h werden auf
Grenzpunkte von h o7, abgebildet. Wenn Xk die Abbildung aus Satz 21 ist, dann ist die
Abbildung £,ITe 1'%, (erst Xk, dann IT,...) die P-Spiegelung an einer P-Geraden.
Die euklidische Verbindungsgerade eines K-Punktes Q mit dem Pol von g geht durch

QGg.

3. Sei g Polare eines K-Punktes Q. Dann ist die Restriktion von oq auf die Menge der K-
Punkte die K-Spiegelung an Q. Wenn g und h zwei orthogonale Geraden durch Q
sind, dann gilt 5,6, =5, =c,0,.

Beweis :

1. folgt aus der 3. und 4. Behauptung von Hilfssatz 9.

2. Aus der 2. und 3. Behauptung von Hilfssatz 9 ergibt sich, dass K-Punkte auf K-Punkte und
K-Geraden auf K-Geraden abgebildet werden.

Aus der 4. Behauptung von Hilfssatz 9 folgt die Inzidenztreue fiir K-Geraden und mit der 2.
Behauptung auch, dass Grenzpunkte von h auf Grenzpunkte von h | abgebildet werden. Mit

der 7. Behauptung von Hilfssatz 9 ergibt sich, dass alle Punkte Punkte auf g fest bleiben.

Die Abstandtreue folgt aus Satz 24. Daraus folgt auch, dass die Betrdage der WinkelgroRen
gleich bleiben.

Zum Nachweis, dass die WinkelgréRen invertiert werden, betrachten wir schneidende

K-Geraden [p,;q,;s,]“ und [p,;q,;s,] mitden o -Spiegelungsbildern [p;;q;;s;]1* und

[p,;a5;s,1¢. Sei (X;y;t) =[p,;a,;5,1%[P,;0,:S,]. Nach der 6. Behauptung von Hilfssatz 9 ist

[p};a5:s11x[p3:a5:85]1 = (X; y; t)o, . Darum gilt fur die dritte Komponente hiervon

C o, (@+b*+d)-t+2-b-d-y+2-a-d-x

Py =Py 0 =— 22 +p? — g2 -
(@-t+d-x)>+(b-t+d-y)*>—d*- (x* +y*—t%)

B t-(a2+b?2 —d?)

letzten Terms positiv, ebenso a° +b® —d?, da g H-Gerade ist. Es folgt

. Wegen x* +y*—t? <0 ist der Zahler des
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sign(p; -d; —P; - ;) = -sign(p, -, —p, -d,) . Darum invertiert o7, nach Satz 24 die
WinkelgroRen.

Wegen (a;b;—d)o, = (a;b;—d) bleibt der Pol (a;b;—d)" von g fest.

2 o ITE, " ist nach Satz 21 eine inzidenz- und abstands-treue Abbildung der P-
Punktmenge, welche die WinkelgroBen invertiert und die P-Gerade gIT'z, ' punktweise
festlasst. Darum muss =, I1c, 1=, die P-Spiegelung an gITz,* sein. Da P-Spiegelungen

den Betrag von P-Flacheninhalten unverandert lassen, bleibt auch bei der K-Spiegelung o4 der
Betrag des K-Flacheninhalts gleich, da die MaB-Form des K-Modells durch Ubertragung der
MaR-Form des P-Modells bestimmt wurde.

Dass die euklidische Verbindungsgerade eines K-Punkte Q mit dem Pol von g durch Qayg
geht, folgt daraus, dass der Pol von g fest bleibt.

3. Nach Hilfssatz 10 ist o 0, =o, = 5,5, flr zwei orthogonale K-Geraden g und h durch Q.

Fir jede K-Gerade [a; b ; d]¥ durch Q = (x ; y; t)K ist
(a;b;d)*(x;y;—t) = (a;b;d)- (x; y;t) =0. Darum bleibt sie bei o4 fest. O

Hilfssatz 11 : v,, v, und v, seien linear abhangige Zahlentripel mit v, xv, =0 fur
i €{1,2,3} . o sei die Spiegelung (fur eckige Klammern) an v, und
74=(72*73)71—(73*71)72+(\71*72)\73 Dann ist v, *v, =0 und c}c,c) die
Spiegelung an v, .

. _ — _— — _ — _ — —_— — —\2
Beweis : Man errechnet v, v, = (v, *V, )-(V, *V, )- (v *V; )+ det(v;; v, v, ) #0, da

wegen der linearen Abhangigkeit von v,, v, und v, die daraus gebildete Determinante den
Wert Null hat.

Wegen ((\71*\72)v—s—(vs*vl)\72)*\71=(v1*v2)(\73*\71)_(\73*\71)(\72*\71)= 0 gilt
((V2)- 05~ (5 )- 2 o =975+ (007, darom it
V,0, = (vj*v?)vﬁ1+(vﬁ3*vﬁl)vﬁz—(vﬁl*vﬁz)vﬁ3 . Die anschlieRende Anwendung von o/, und

o, wechselt die Vorzeichen von v, und v, bzw. v, und v, , so dass v,c/c}c) =V, = V,o
folgt.

U sei der von v,,v, und v, aufgespannte Unterraum von R®. Wenn er eindimensional ist,
stimmen sie Spiegelungen o, Gberein und die Behauptung ist klar. Wenn U zweidimensional

} . ) : [ [ — . .

ist, gibt es in U Tripel v; mit v;*v; =0 und v; =v; =0 flr i<{1,2,3} . Fr

—! —! —! —! ) —! — J— —! —! .

V, =V, *¥Vg -V, —| Vg *V, |-V, 4|V, *V, |-V, zeigt man analog wie fiir v, , dass
J— J— JE— .

Vv, 0,0,05 =—V, =V, c,0ilt.

Wegen der linearen Abhangigkeit von v,, v, und v, giltesein zu allen drei Tripeln K-

orthogonales Tripel v, = (0;0;0), das nicht in U liegt. Da v, dann auch K-orthogonal zu v,

ist, errechnet man v,c/c}c, = —V,G,0} = V.0, =—V, = V,c, . Damit hat man drei linear
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unabhéngige Tripel, die von c}c,c; und o, gleich abgebildet werden. Darum stimmen diese
Abbildungen tberein. m

Da nach Satz 21 die Abbildung Xk das Poincare-Modell inzidenz-, winkel- und abstands-treu
auf das Halbkugel-Modell abbildet und die Abbildung IT das Gleiche fiir den Ubergang zum
Beltrami-Klein-Modell leistet, gelten fiir das Beltrami-Klein-Modell alle Aussagen, die sich
aus Satz 17 dadurch ergeben, dass man ,Poincare-Modell’ durch , Beltrami-Klein-Modell’
ersetzt und jedes Prasignum-P durch ein Prasignum-K. Wir wiederholen Satz 17 als

Satz 28 :

1. Wenn g, h K-Geraden sind und Q bzw. R K-Punkte auf g bzw. h, dann gibt es genau
vier K-Kongruenzabbildungen B mit QB = R und gB = h. Wenn B eine dieser
Kongruenzabbildungen ist, dann sind die anderen drei die Hintereinanderschaltungen
Bor, Bon und Boroh.

2. Wenn ein K-Punkt R auf einer K-Geraden h liegt, dann ist oron die Spiegelung an der
K-Geraden m durch R, die orthogonal zu h ist, folglich auch cr = Ghom.

3. g, hund ] seien drei K-Geraden mit einem gemeinsamen K-Punkt, einer gemeinsamen
K-Orthogonalen oder sie seien hyperbolisch parallel mit dem gleichen Ende. Dann
gibt es eine K-Gerade k mit 66,0, =, .

4. Wenn die K-Kongruenzabbildung den Punkt Q festlasst, dann ist B K-Spiegelung an
einer Geraden durch Q oder die Hintereinanderschaltung von zwei derartigen
K-Geraden.

5. Fir jeden K-Punkt Q und jede K-Kongruenzabbildung B gilt: Wenn B gerade ist, gibt
es eine K-Gerade g durch Q und eine weitere K-Gerade h mit B = ohog; andernfalls
gibt es eine K-Gerade g durch Q und einen K-Punkt R mit B = ohoRr.

23. Mal3-Kegelschnitte im Beltrami-Klein-Modell

Hilfssatz 12 : g, h seien K-Geraden mit einem gemeinsamen K-Lot j und Q ein K-Punkt.

1. esei der K-Abstand von Q und g und L der FuRpunkt des K-Lots von Q auf g. Dann
haben alle von L verschiedenen K-Punkte auf g von Q einen K-Abstand , der groier
als e ist.

2. e sei der K-Abstand von h und g. R sei der K-Schnittpunkt von j und h. Dann haben
alle von R verschiedenen K-Punkte auf h von g einen K-Abstand, der gréRer als e ist.

Beweis : 1. Die erste Behauptung lasst sich am einfachsten im Halbkugel-Modell beweisen
und kann daraus unmittelbar auf das Beltrami-Klein-Modell tbertragen werden.

Der H-Kreis um Q mit dem Radius e ist ein euklidischer Kreis auf der Halbkugel, der nur
einen Punkt mit g gemeinsam hat, da das H-Lot auf g sowohl g als auch den H-Kreis
senkrecht schneidet. Da H-Abstande streng monoton mit den euklidischen Abstédnden
wachsen, folgt daraus die Behauptung.

2. Nach Satz 28 gibt es eine K-Kongruenzabbildung, die den Schnittpunkt von g und j auf
den Ursprung (0 ; 0) in kartesischen Koordinaten abbildet, g auf die Hochachse und h auf eine
Gerade x =a mit 0 < a <1. Es reicht darum nachzuweisen, dass ein Punkt (a ; b) vom Punkt

(0 ; b) einen K-Abstand ¢’ hat, der groBer ist als der K-Abstand e = T—a des Punktes (a ; 0)
-a
von (0 ; 0). Da (0 ; b) K-Scheitelpunkt der Geraden y = b ist und diese Gerade den
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Einheitskreis im Punkt (c ; b) mit ¢ =+1—b? <1 schneidet, ist e =% Aus
c—a
0>2-a-(c-1)=(a-1)-(@a+c)-(@a+1)-@a—c) folgt 112>ﬂ und damit die Behauptung.
-a c-a

O
Definition : Zu einem Tripel Q = (Xq ; Yo ; tQ) mit x2 +y? —t% = 0 sei die Abbildung ¢, fur
Tripel (x ; y; t) definiert durch
Go 1 (Y5 t) > =6 Y1) - (X Xo+ VY — 1 1g) +(Xq; Yoito) - (X* +y* —17).
Zu einem projektiven Punkt Q = (x,;yq;to)" Mit xg +yg —t5 =0 sei der Bildpunkt eines
Punktes (x;y;t)* gegeben durch ((x;y; t)cq ) Dabei soll (x;y;t)" verschieden von Q sein
und weder auf der Polaren von Q liegen, noch auf einer Einheitskreis-Tangente durch Q.

Die Fortsetzung der Definition von der Menge der Tripel auf die der projektiven Punkte ist
moglich, weil (L-x;1-y;A-t)g, =A% (X;y;t)g, UNd (X;Y;t)g, o =A-(X;Y:t)g, , also der
Faktor A bei den Tripeln den projektiven Punkt nicht veréndert.

Satz 29 : Wir kiirzen (X;Y;t) bzw. (Xo:Yoity) mit v und % ab.
1. Als Abbildung fir Tripel hat ¢, folgende Eigenschaften:
\7*\7gQ =0,
Vo *Veg =~(VxVg )+ (Vxvg).
Voq Vg = (v v)-((vxg ) # (v vg)) = (V+V)- (Vg * vy ) und
VagSo = —v-(Vg #v)- (g ) (g )
2. Als Abbildung fiir projektive Punkte ist ¢, involutorisch. Wenn S das ¢,-Bild vom

projektiven Punkt R ist, dann liegen Q, R und S auf einer Geraden. Jeder projektive
Punkt auf dem Einheitskreis, der nicht auf der Polaren von Q liegt, wird in sich

abgebildet. Wenn Q der Punkt (0;0;1) ist, dann ist ¢, die Spiegelung am

Einheitskreis.
3. Essei Q der Pol der K-Geraden g, X der K-Punkt (x;y;t)* und h die K-Lotgerade
von X auf g. Dann ist Xc,, der Pol der Senkrechten auf h durch X. X'und Xg, liegen

harmonisch beziiglich der Enden von h.
4. Wenn Q K-Punkt ist, X der K-Punkt (x;y;t)* und h die K-Verbindungsgerade von Q
und X, dann ist (x;y;t)“c, der Pol der Senkrechten auf h durch X.

Beweis : 1. (x;y; t) *(X;y;t)go =
—((Ys )% (G Yit))- (X X+ Y- Yo —tt) + (06 Vi) * (Xg: Voitg) ) (X=X +y-y—t-1) =0,

Mit Hilfssatz 5 errechnet man
Ve =~(V T (92 (7 (947) (7 57

\”/gQ*\?gQ=(—\7.(\7*@)+Q.(;,*\7))*(_;,.(:,*@)+@.(\7*\7)):
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(9 005 (54 (725 (545 (75 {537 (9] -
(V) (Vevg) (Vo #Vo ) (VAV) = ~(VeV) (Vo ) (vxvg)
VGoGq =~V '(%*09Q>+%'<VQQ *(IQQ>:

Vg (Vx Vg )+ (Vx Vg )~ Vg - (V) (Vx Vg ) (Vx Vg ) ) =

(Voo = (vv))-((vxve)(Vxvo)) = —v- (Vg #v)-((vxvg ) * (v Vg )
2. Aus der letzten Gleichung folgt, dass ¢, involutorisch ist. Da \7QQ Linearkombination von

v und Vy ist, liegen die zugehdrigen Punkte auf einer Geraden.

Wenn (x;y;t)" auf dem Einheitskreis liegt, folgt aus x* +y® —t> =0, dass

(X ¥it)go =—(X Y5 1) - (X- X+ Y-y, —t-t,) den gleichen projektiven Punkt wie (X y;1)

angibt, sofern x-x,+y-y, —t-t, #0,also (x;y;t)* kein Schnittpunkt des Einheitskreises

mit der Polaren von Q ist.

Wenn Q der Punkt (0;0;1)" ist, dann ist (x;y;1)g, =

—(X;¥;D) - (1) +(0;0;2) - (x* +y*—1) = (x;y;x* +y?) und dieses Tripel beschreibt den
Y

X2 + yz N y

gleichen projektiven Punkt wie ( > ;1), also den Bildpunkt bei Spiegelung am

Einheitskreis.

3. Wenn Q der Pol der K-Geraden g ist und X der K-Punkt (x;y;t), dann ist \7QQ Tripel eines

projektiven Punktes auf der K-Lotgeraden h von X auf g, fiir das \7-\7gQ = \7*\7gQ =0 gilt.

Darum geht die Polare dieses Punktes durch X und steht K-senkrecht auf h. Nach Satz 26
liegen X und Xg, harmonisch bezlglich der Enden von h.

4. ergibt sich analog wie 3.. i
Satz 30 :

1. Q=(Xq;Yq:Dseiein K-Punktund 2 >1. Dann liegt der K-Punkt (x;y;1)" genau
dann auf dem K-Kreis um Q mit dem K-Radius r = In(\/X—1+\/X), wenn
(X-Xq+Y-Yq —1)2 —h-(X*+y* —1)(x5 +Yy5—1)=0 ist. Dann ist A = (Cosh(r))2 .

2. Q=(Xq;Yo:;1)seiein K-Punktund i >1. Der projektive Punkt X =(x;y;1)* mit
x?+Yy? >1 sei der Pol einer K-Geraden h =[x;y;—-1]“. Dann hat h von Q genau dann
den (unsignierten) K-Abstand r = In(\/x—1+ﬁ), wenn
(X-Xq+Y- Yo —1)2 —(@-1)- (P +Yy* —1)(x5 +Yy5—1) =0 ist.

h ist dann Tangente mit Xc, als Beruhrpunkt an den K-Kreis um Q vom Radius r.

3. g=Ja;b;d]¥seieine K-Gerade und A <0. Dann liegt der K-Punkt (x;y;1)" genau
dann auf einer der beiden K-Abstandskurven zu g mit dem (unsignierten) K-Abstand
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8=In(x/1—7_u+\/3),wenn (a-x+b-y+d) -1-(a’+b°—d)-(x*+y*~1) =0 ist.
Dann ist A = —(sinh(3))".

4, g=[a;b;d]"seieine K-Gerade und A <0. Der projektive Punkt X =(x;y;1)°* mit
x* +y? >1 sei der Pol einer K-Geraden h =[x;y;-1]*. Dann hat h von g genau dann

den Abstand § = In(\/l—i +\/j) wenn

(a~x+b-y+d)2 —(1—7_u)-(a2 +b° —dz)-(x2 +y° —1):0 ist.
h ist dann Tangente mit Xc,, als Beruhrpunkt an der beiden K-Abstandskurven zu g
mit dem K-Abstand 6.

5. g=[a;b;d]seieine K-Gerade und 0<u<1. Der projektive Punkt (x;y;1)* mit
x* +y? >1 sei der Pol einer K-Geraden h =[x;y;—-1]“. Dann bildet h mit g einen
Winkel der GroRe arccos(\/ﬁ) oder—arccos(\/ﬁ) modulo 180° genau dann, wenn

(a-x+b-y+d)2 —p-(@®+b*=d?)-(x*+y* -1 =0 ist.
Beweis : 1. folgt unmittelbar aus der 2. Behauptung von Satz 24.
2. Wenn man in der 3. Behauptung von Satz 24 an die Stelle von [a ; b ; d]™ das Tripel

[x;y;—1]% setzt und fiir (x;y;1)" das Tripel (Xo;Yq: D', dann ist das dort angegebene

2

_ (XX +y-Yo-1) , wobei In (\ll—i +\/3) den Abstand e angibt. Fir
(x2 +y? —l)-(XQ2 +Yo —1)

A =1-A ist dies aquivalent mite = In(\/k—1+\/x) und

(X-Xq+Y- Yo —1)2 —(@L-1)- (P +y* —1)(x5 +Yy5-1)=0.

Da nach Hilfssatz 12 nur ein K-Punkt auf h den Abstand r von Q hat, muss h Tangente an den
K-Kreis um Q mit dem Radius r sein. Nach Satz 29 ist der Bertihrpunkt Xg, .

3. folgt unmittelbar aus der 3. Behauptung von Satz 24.

4. Wenn man in der 4. Behauptung von Satz 24 an die Stelle von [az ; b1 ; d1]" das Tripel

[a; b; d]¥setzt und fir [a; ; b2 ; d2]" das Tripel [x;y;-1]<, dann ist das dort angegebene

>

(a'x+b'y+d)2
(a2 +b? —dz)-(x2 +y? —1)
der 2. Behauptung ist dies fiir & =1—2 &quivalent mit e = In(\/x—1+\/X) und
(X-Xq+Y- Yo —1)2 —(@-1)- (X +y* —1)(x5 +y5—1) =0.

Aus Hilfssatz 12 ergibt sich auch hier, dass h Tangente an eine der beiden K-Abstandskurven
zu g mit dem K-Abstand e ist. Wieder nach Satz 29 ist der Beruhrpunkt Xc, .

}_\/:

, wobei In (\/1—7: +\/—7_») den K-Abstand e angibt. Wie bei

5. Mit g1 = g und g2 = h folgt die 5. Behauptung aus der 5. von Satz 24, denn wenn man
(Cos(on))2 =\ setzt, folgt |cos(a)|= JA also o = arccos(\/X) oder o, = —arccos(\/X)

modulo
180°. m|
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Die Kurven-Schar (a-X+b-y+ d)2 —A-(@%+b*=d?)-(x*+y*=1) =0 &hnelt der Schar
(a-x+b-y+d)—r-(@*+b*—d?)-(x*+y?—-1) =0 insofern, als sie beide die Gerade
g:a-X+b-y+d=0 enthalten und sich die Kurven bei beiden fiir » — «o dem Einheitkreis

nahern. Die zweite Schar besteht aus allen Kurven des erweiterten Kreis-Bischels, das den
Einheitskreis enthélt und g als Potenzgerade hat, mit Ausnahme von g. Die erste Schar besteht

aus Kegelschnitten, die fur A-(a®+b? —d®) > 0 auRerhalb des Einheitkreises liegen.

Bemerkenswert ist, dass diese Kegelschnitte auch dann fur das Beltrami-Klein-Modell einen
geometrischen Sinn haben kdnnen, wie die 2., 4. und 5. Behauptung von Satz 30 zeigen.

Definition : Q =(p;q;s)” sei ein projektiver Punkt und A eine reelle Zahl. Den Kegelschnitt
M(Q,A) mit der Menge projektiver Punkte

{(x;y;t)‘|x,y,t e RA(X;y;t) = (0;0;0) /\(p.x+q .y—s.t)2 —A-(p?+q°—=s?)-(X*+y*—t?*) = O}
bezeichnen wir als ,Mal3-Kegelschnitt zu Q und A°.

In dieser Definition erfassen wir auch unendlich ferne Punkte (x;y;0)* des Kegelschnitts. Die
Aussagen des Satzes 30 lassen sich auch auf diese Punkte Ubertragen.

Die Tangenten an den MaR3- Kegelschnitt M(Q ; ) spielen auch fur A-Werte zwischen 0 und
1 eine Rolle. Zur Kl&rung dient die folgende

Definition : Sei C(x;y;t) = a-x* +b-X-y+c-y*+d-y-t+e-t*+f-t-x mit Konstanten a, b, c,
d, e, f, die nicht alle gleich Null sind. Dann ist C(x;y;t) = 0 die (projektive) Gleichung eines

Kegelschnitts in allgemeiner Form. Dann bezeichnen wir die folgende Abbildung C fir
Tripel-Paare als ,zu C gehorige Bilinearform’:

C: (X Yurt) (X Yo t,)) = C(X + X0 ¥y + Yty +1,) = C (X Yirt ) =C (X5 ity )

Es folgt C((X;; Y5 t)i (X, Yait,))=2-@-X, - X, + DX -y, +0-X, -y, +2-C-y, -y, +
dy-t,+d-y,-t,+2-e-t,-t,+f-t,-x,+f-t,-X,

2-a b f (X, 2-a b f (X
=(x;y;t) b 2.c d ||y, |-und C(x;y;t)=0,5-(x;y;t)| b 2.c d
f d 2-e)lt, f d 2-e)lt

Hilfssatz 13 :

1. SeiC(xyt)=a-x*+b-x-y+c-y*+d-y-t+e-t? +f-t-x=0, P =(x,;y,;t,)" ein
projektiven Punkt auf diesem Kegelschnitt und g = [Xx;y;t]" die projektive Gerade mit
é((xl;yl;tl); (X;y;t))=0. Dann ist g Tangente an den Kegelschnitt in P.

2. Q=(p;q;s)” sei ein projektiver Punkt und A eine reelle Zahl. Die zum MaR-
Kegelschnitt M(Q;1) gehorige Bilinearform ist M : (XY t); (X ¥aty)) =

2-((p-X1+q-y1—S~t1)-(p-X2+q~y2—S~t2)—7v(p2+q2—SZ)-(Xl-XZ+y1-y2—t1~t2))
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3. Sei v, =(x.y,;t,) und % =(p;0;S). Dann ist das Tripel der Tangente an M(Q;A) im

Punkt P = (x,;y,;t,)" auf M(Q;1) durch (Q*Q)-i—k-(%*%)wﬁ gegeben.

Beweis: 1. Wegen C((xl;yl;tl);(xl;yl;tl)) =2-C(X;;¥,;t,) =0 liegt der Punkt P auf g.

Essei R = (x,;y,;t,)" ein weiterer gemeinsamer Punkt von g und dem Kegelschnitt und
S=(r-x,+S-X,;r-y, +s-y,;r-t, +s-t,)". Wir benutzen die Abkirzungen v, = (x,;y,;t,) .
Dann ist C(vjvj) =0, da R auf g liegt und

2-C(r-v, +s-v,) =é(r-71+s-\72;r~\71+s~\72)= r? ~é(\71;\71)+2rs~é(\71;\72)+32 ~é(\72;\72)=0
Wenn es also einen zweiten gemeinsamen Punkt R mit g gibt, liegt jeder Punkt von g auf dem
Kegelschnitt, der dann notwendig ein Geradenpaar ist. g ist dann eine der Geraden des Paars,
folglich auch eine Tangente. Wenn es keinen zweiten gemeinsamen Punkt gibt, dann ist ¢

Tangente, weil fir eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel Tangenten die Geraden sind, die mit
diesen Kurven genau einen Punkt gemeinsam haben.

2. Der Term (p-x+q-y—s-t)2—k-(p2+q2—sz)-(x2+y2—t2) von M(Q;) kann in

p 1 0 0 X
Matrixform durch (X;y;t)-|| a4 |-(p q -s)-A-(p*+q°—=s?)-|0 1 O [|-]y
-S 0 0 -1 t

beschrieben werden. Dabei ist die mittlere Matrix die Matrix der Bilinearform multipliziert
mit 0,5. Daraus folgt der Term der Behauptung, wenn man (X;y;t) durch (x;;y,;t,) und die

Spalte (X;Yy;t)'durch (x,;y,;t,)" ersetzt.

3. Wenn man die mittlere Matrix in dem Matrix-Term zur 2. Behauptung von links mit
(XY, t,) multipliziert, ergibt sich der Term fiir die Tangente in P. m

Satz 31 : Q =(xq;Yo;to)" Sei ein projektiver Punkt, A eine reelle Zahl und M(Q;2) der
zugehorige MaB-Kegelschnitt. R = (x,;yx;tg)" sei ein projektiver Punkt auf M(Q;1) und S =
Rc, . Dann gilt:
1. S liegt auf M(Q;1-2).
2. Die Polare von S ist Tangente an M(Q;) im Punkt R und die Polare von R Tangente
an M(Q;1-1) inS.

Beweis : Sei Vg = (Xo:Yoito) , entsprechend sei v, definiert.
1. vg = quz—(ﬁ*\z)~ﬁ+(ﬁ*ﬁ)~\z,also

Vo *Vs = (Vo * Vi) (Ve Vo) (Ve * Vi)
x.(g*g).(v;*g):(@*g)z, da R auf M(Q;2) liegt,

und nach Satz 29 ist v, * v, :(ﬁ*ﬁ)(%*v—s) . Also ist
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(Vorve) =@=1)-(Vg#Vg)- (Ve *va)-(Vg *vs) =
(Vo o2 ~ (V¥ (7 +5 )(V ) (v #¥) ( 2)-
(Vo #9 - {(Va¥s) (Ve #¥i ) -(9 ¥+ (v + ) | =0

S liegt also auf M(Q;1-2).

2

S| s
*

2. Die Polare von S gehort zum Tripel —(ﬁ*Q)NR +(\/_R'*ﬁ).vQ .

Nach Hilfssatz 13 ist die Tangente in R durch das Tripel (ﬁ*%)i—%(%*%)i =

2 .
N\ = (VQ*VR) = VR*VQ e = . =
(vR *VQ)-VQ—T-VR = = —(vR >l=vQ)-vR +(vR *VR)-VQ
Vg * Vi Vg * Vg
gegeben. Beide Tripel beschreiben also die gleiche Gerade. mi

Die Abbildung 25 zeigt die Bedeutung der MaRR-Kegelschnitte am Beispiel des schwarz
gezeichneten Punktes Q = (1,5; 1,5; 1)* und A =0,5. Die Polare von Q ist die schwarze

Geraden g = [1,5;1,5;-1]° . Die magentarote Hyperbel M(Q,) hat die Gleichung
(L.5-x+1.5-y—t)*-0.5-(1.5° +1.5* 1) (x* +y* —t*) =0. Die farbigen Geraden zu Polen
auf M(Q,1) schneiden g alle mit einem Winkel der K-GroRe 45°, da (cos(45°))2 =0,5 ist.

Die Gleichheit der Winkel wird euklidisch sichtbar im Schnittwinkel der Bogen, die zu g und
den farbigen Geraden gehoren.
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Abb. 25
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Die Abbildung 26 verdeutlicht die Aussage von Satz 31. Q ist der Pol der Geraden g. Die
magenta-rote Hyperbel zeigt den Mal3-Kegelschnitt M(Q ; 0,45) und die blaue den MaR-
Kegelschnitt M(Q ; 0,55). Die Geraden g, b und a schneiden sich im Punkt P. Am Winkel-
MaBpunkt P’ von P ist die K-Grol3e der Winkels zwischen a und g angezeigt, némlich

arccos(+/0,45) ~ 47,9°. Der Winkel zwischen den Geraden b und g hat die K-GréRe

arccos(+/0,55) ~ 42,1°. b und a sind zueinander orthogonal. Nach Satz 31 ber{ihrt b den

MaR-Kegelschnitt M(Q;0,45) in A und a den MaR-Kegelschnitt M(Q;0,55) in B. Da P der
Schnittpunkt der Polaren von A und B ist, muss nach Satz 26 h die Polare von P sein. Aus
entsprechendem Grund ist die Gerade PQ Polare von S, so dass PQS ein Polar-Dreieck bildet,
das heil3t ein Dreieck, bei dem die Eckpunkte paarweise zueinander polar sind und die Seiten-
Geraden paarweise zueinander orthogonal. Da die nicht eingezeichnete Gerade PQ zu g
orthogonal ist, schneiden sich die Kreisbdgen zu PQ und g senkrecht in P’. Da S das Zentrum
des Kreisbogens zu PQ ist, geht die Tangente an den Kreisbogen zu g in P’ durch S. Die

{Q

Abb. 26

cuklidische GroBe des Winkels BP’S stimmt also mit dem der K-Winkelgréfie zwischen g und
a Uberein.
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Abb. 27

In Abbildung 27 stellen die griinen Linien Abstandskurven zur K-Geraden g dar mit
Vielfachen von 0,2 als (unsignierte) Abstdnde von g. Zwei Abstandskurven zum gleichen
Abstandsbetrag auf verschiedenen Seiten von g verbinden sich an den Enden von g zu einem

Mal3-Kegelschnitt. Das magentafarbene Abstandskurven-Paar gehort zum Mal3kegelschnitt
M(Q;-1) mit dem Abstand In(~/2 +1) ~ 0,88, wobei Q der Pol von g ist. Die Punkte des
blauen MaRkegelschnitts M(Q;2) sind die Pole der K-Geraden, die von g den Abstand

In(~2 +1) haben und die Tangenten an M(Q;-1) sind. Die Punkte A;i werden durch die
Abbildung ¢, auf die Punkte Bi abgebildet. R ist der Pol der zu g orthogonalen

K-Geraden h. Da die Gerade k durch Ao von g den gleichen Abstand hat wie Ao von S, ist sie
othogonal zu h und geht darum durch R. k ist Tangente an M(Q;—1) und hat darum den Pol
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Bo auf M(Q;2). Da B1 und B; auf der Kreistangente in Co liegen, gehen ihre gelb
gezeichneten Polaren durch Co; sie sind ebenfalls Tangenten an M(Q;-1).

Die Punkte Q, R und S bilden ein Polar-Dreieck.

In Abbildung 28 wird der entsprechende Zusammenhang bei K-Kreisen dargestellt. Q ist hier
ein Punkt innerhalb des Einheitskreises. Die grinen K-Kreise haben Vielfache von 0,2 als
Radien. Der magentafarbene K-Kreis ist der Mal3-Kegelschnitt M(Q ; 5) mit dem K-Radius

In(2++/5) ~1,44. Die Punkte des blauen MaR-Kegelschnitts M (Q ;—4) sind die Pole der
Tangenten an den K-Kreis M(Q ;5). Auch hier bilden die Punkte Q, R und S ein Polar-
Dreieck mit den zueinander orthogonalen projektiven Geraden g, h und j als Seitengeraden.

Abb. 28
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24. Baryzentrum, Umkreis-Zentrum, Orthozentrum und Inkreis-Zentrum

Definition : A, B und C seien K-Punkte. Unter dem K-Inkreis-Zentrum des Dreiecks ABC
verstehen wir den projektiven Schnittpunkt der drei K-Winkelhalbierenden im Innern des K-
Dreiecks ABC und unter dem K-Baryzentrum den projektiven Schnittpunkt der drei
K-Seitenhalbierenden. Entsprechend werden das K-Orthozentrum flr die K-H6hen und das
K-Umkreis-Zentrum fiir die K-Mittelsenkrechten definiert.

Wir beweisen im Folgenden, dass die drei Geraden gleicher Art jeweils einem projektiven
Punkt gemeinsam haben, der im Fall der K-Hohen und K-Mittelsenkrechten aber nicht
notwendig ein K-Punkt ist, wie Abbildung 29 zeigt. Diese Abbildung zeigt auch, dass der
Schnittpunkte S (K-Baryzentrum) der K-Seitenhalbierenden, der Schnittpunkt H (K-
Orthozenmtrum) der K-Héhen und der Schnittpunkt M (K-Umkreis-Zentrum) nicht kollinear
sind, also nicht wie in der euklidischen Geometrie gemeinsam auf einer Euler-Geraden liegen.
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Abb. 29

Satz 32 (Abb. 30): Gegeben seien projektive Punkte G, H, J und Q, von denen keine drei
kollinear sind. M,,,, M,; und M, seien Schnittpunkte zu den Geradenpaaren GQ, HJ bzw.

HQ, JG bzw. JQ, GH. M},,;, M/, und M, seien Punkt auf HJ bzw. JG bzw. GH, so dass

M,,,, M}, harmonisch beziiglich H, J liegen und Entsprechendes fir M,;, M/, und Mg,
gilt. Dann gilt:

1. Esgibt Tripel v, v, v, und % zu G, H, Jund Q, so dass %=E+E+E ist.
2. v, +v, ist Tripel von M,,,. Wenn ﬁ:(xH;yH;tH) und VT=(XJ;yJ;tJ),dann teilt

t
M,,, die Strecke HJ im Verhaltnis - .
J
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3. v, —v, ist Tripel von My, .
4. My,, M}, und Mg, liegen gemeinsam auf einer Geraden ¢ zum Tripel

VXV, +V, XV + Vg XV, -

Abb. 30

Beweis : 1. Da G, H und J nicht kollinear sind, gibt es dazu Tripel u., u,, , u, , die eine

Basis des R® bilden. Darum gibt es Zahlen rg, ry und 1, so dass r_ -Ug +r,, - Uy, +1,-u, ein
Tripel von Q ist. Mit v, :=r, -ug , v, :=r,-u, und v, :=r,-u, folgt daraus die 1.
Behauptung.

2. v, +v, ist Tripel von M, weil es Linearkombination von v, und v, ist, und wegen

—_—

V, +V; =V, =V auch von Vo und v . Entsprechendes zeigt man fir M,; und Mg,,. Fir
Vi :(XH;yH;tH) und V, Z(XJ;yJitJ) ist (X, +X,;Y, +Y,:t, +t,) Tripel von Myy . Wenn
M,,, kein unendlich ferner Punkt ist, dann ist

Xa 70y Yut Yy |2 by X Yu g L %Y, M,,, teilt also die Strecke HJ
t,+t,  t,+t, t,+t ("t o+ttt

t
euklidisch im Verhaltnis t_H . Wenn M,,; unendlich ferner Punkt ist, dann ist ty = t; und M,
J

t
ist euklidischer Mittelpunkt von HJ, also das Teilverhéltnis ebenfalls t_H :
J
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3. Analog zeigt man, dass v, —v, Tripel eines projektiven Punktes ist, der die Strecke HJ im

N TR : : e o
Verhéltnis _t_H teilt, also im gleichen Verhéltnis wie Mj,;. Darumist v,, —v, Tripel von
J
A/

4. Wegen (ﬁ—vj)~(ﬁxﬂ+vjxﬂ+\2x\7§)=vH ~(\TJ><\TG)—VJ (\Zx\TJ):

det(v,,;V,; Vo) —det(v,;vg;v,) =0 liegt My, auf g, ebenso M’ und My,,. O

Definition : Die Gerade q durch M{,;, M/, und Mg, heift ,trilineare Polare von Q
beziiglich G, H, J’.

Diese trilineare Polare muss von der Polaren beziglich des Einheitskreises unterschieden
werden.

Definition : Ein Tripel [a;b;d] der K-Geraden [a;b;d]" heit ,normiert’, falls a*+b* —¢* =1,

Ein Tripel (p;q;s) des K-Punkts (p;0;S)” heift ,normiert’, falls p? +q* —s? =—1 ist.

Da fiir K-Geraden stets @’ +b” —c > 0 ist, gibt es zu jeder K-Geraden [a;b;d]" genau zwei

normierte Tripel, ndmlich die Tripel { a : b : d } und
Ja?+b>—c? JaZ+b2-c® al+b’-c?
{ i ; b ; —d } . Entsprechendes gilt fir K-Punkte.
JaZ+b?—c® JaZ+b?-c? ai+b’—c?

Satz 33 (zum K-Baryzentrum): G, H und J seien drei nicht kollinearen K-Punkt mit normierte
Tripel v, v, und v, , die eine positive dritte Komponente haben. Dann gilt:

1V, =Va+V, , Vg =V, +Vg bzw. v, =v, +v,, sind Tripel der K-Seitenmitten
M,,, M, und M, des Dreiecks GHJ. Wenn Xy, yn, X; und y; die kartesischen
Koordinaten von H und J sind, dann teilt M, die Strecke HJ innen euklidisch im

[ 2 2
Verhaltnis M
JXG -y +L
2. V,,=V -V, ,V,o=V,-V, bzw. v, =v, —v,, sind Tripel von kollinearen
projektiven Punkten Mj,;, M/, und Mg, die keine K-Punkte sind. My, teilt die
Strecke HJ euklidisch im gleichen Verhéltnis aulen, wie M, die Strecke innen teilt.

Mi,, Mj; und Mg, liegen auf der projektiven Geraden s zum Tripel

Vg = Vg XV, Vi XV + V) X Vg

3. Der projektive Punkt S mit dem Tripel v, == v +Vv,, +V, ist ein K-Punkt und liegt
auf allen K-Seitenhalbierenden des Dreiecks GHJ. s ist die trilineare Polare von S
beziglich G, H und J.
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Beweis : 1. Sei v, = (p,;q,;s,) und v, =(p,;q,;s,) . Esist

Py -P, +0y-q, < \/pﬁ +q7 \/pjz +q? , weil das Skalarprodukt zweier zweidimensionaler
Vektoren kleinergleich dem Produkt ihrer Langen ist (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Wegen
P4 +0% —s% =—1 ist /P, +0F <S,, denn nach Voraussetzung ist s+ > 0. Entsprechend ist
JP;+0; <s,. Darumist v, *v, =p,, -p, +0,, -4, —S,, -S, <0 und
V#5972V #0205 40, 0, =24V 40, -1) <0,
gehort also zu einem K-Punkt M,,; .

— . —\2 —_ —  — —\2 — —\2 — —\2

(VHJ *VH) (vH *V, +V, *VH) (—1+vJ *VH) (vHJ *VJ)

(VHJ *VHJ)'(VH *VH) (VHJ *VHJ)'(VH *VH) Vi * Vi (VHJ *VHJ)'<VJ *VJ)

folgt nach Satz 24, dass M,,, K-Mittelpunkt von HJ ist.

Analog wie beim Beweis von Satz 32 schlie3en wir:

Wenn Xn, YH, X5 und y; die kartesischen Koordinaten von H und j sind, ist X, =E—H, Yu :S_H,
H H
X, :% und Y, =2—J. Fir die kartesischen Koordinaten von M,,; gilt dann
J J
+ S, - Xy +S; - X + Sy Yy +S;- _ _
XHJ:pH By 3 X ®5 % g yHJ:qH G 3 Y ®S Yy barim teilt M,, die

S, +5, S, +5, S, +S, S, +5,
. L _ S, AJ-PS—q°+s] —x2-y?+1
Strecke HJ innen euklidisch im Verhaltnis 2t = 2¥ \/ ? q; i = \/ 23 yi .
5 SJ’\/_pH_qH +Sy \/_XH_yH +1
2. Da die Verbindungsgerade von H und J eine K-Gerade ist, gilt mit der Lagrange-ldentitat
0 < (Vo5 = (D 3) = (W #5 )- (7405 (W #) = 1 (0,2, also

—  —\2 _ . _ —
(Vi *v;) >1 und wegen v, +v; <0 folglich v, *v; <-1.

Die Punkten M, M/, und Mg, sind keine K-Punkte denn
(Vi =3 ) # (Vi = V5 ) = Vig #Vyy =2V, %V, 4V, #V; = 2-(=v,, *V; ~1) > 0. Die lbrigen
Aussagen zur 2. Behauptung folgen aus Satz 32.

3. ergibt sich ebenfalls aus Satz 32. o

Definition : S heilt K-Baryzentrum (K-Schwerpunkt) von GHJ.

Satz 34 (zum K-Umkreis-Zentrum): G, H und J seien drei nicht kollinearen K-Punkt mit
normierte Tripel v , v, und v, , die eine positive dritte Komponente haben. Dann gilt:

JENSENSS— p—

1. V=V, -V, , Vg =V, =V bzw. Vg, =V -V, sind Tripel der
K-Mittelsenkrechten m,, m,; und m, des Dreiecks GHJ.
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2. Der projektive Punkt M mit dem Tripel Vg, = v_(;xﬁ+ﬁ><vj+vixﬂ liegt auf den

Geraden der K-Mittelsenkrechten zu V, , Vi und Vg, .

Wenn Vg,,; zu einem K-Punkt gehort, hat dieser von jedem Eckpunkt des Dreiecks

det(v.:v.:V,
GHJ den K-Abstand ar cosh ‘ VoV J)‘ .

\/_V*GHJ * VZ:HJ
3. Die trilineare Polare bezuglich GHJ des Baryzentrums S von GHJ ist Polare von M
beziglich des Einheitskreises.
Beweis : 1.

S u—

Vi (Vg +V3) = (Vg = V) (Vi +V3) = (V= V) (Vg +V,) =V # v =V v, =1-1=0,

U —

Vi (Vi xvy) = (v, _V_.J)(EXV_.J) = (ﬁ_\Ta)(ﬁx\Ta) =0. Darum ist Vy; Tripel der K-
Mittelsenkrechten von HJ.
2.

RN
* *

Vi Vary = (Vi = V) - (Vg XV + VXV +Vy XV ) = (Vg = V) - (Vg XV + VXV 4V X Vg ) =

v, -(V; xVg) =V, - (Vg xVv,,) =0. Darum liegt M auf mpy.

Vg * Vi, :E-(Qxﬁ+ﬁxvﬁ+vjxﬁ):E-(ﬁxﬁ):det(\z;\z;ﬂ) .Nach Satz 24 gilt

e

—_ 2
2 (VG Vo | |det(Vg;V,,;V,)

fiir den Abstand & von G : (cosh(3))

. Daraus folgt die 2.

_V*GHJ * V;HJ \/—VZHJ * VEHJ
Behauptung.
3. folgt mit Satz 33 unmittelbar aus

_—

Viony = Ve XV +V XV + VXV =V XV, +V, XV, +V; XV | O

Satz 35 (zum K-Orthozentrum): g, h und j seien drei K-Geraden, die sich in den nicht
kollinearen K-Punkten J, G und H schneiden. V, , v, und V; bzw. v , v,, und v, seien
Tripel von g, hund j bzw. G, H und J. Dann gilt:

1 V= vh-(vg*vj)—vj-(vg*vh) , V= vj-(vh *vg)—vg-(vh*vj) bzw.

V—gh = Vg.(Vj*Vh)—\Th~(Vj*\TQ) sind Tripel von K-Héhengeraden durch G, H bzw. J.
. W W, 0T,
2. Der projektive Punkt H mit dem Tripel Vg, = —=—=+

Vo *Vy o VRV VRV

liegt auf den Geraden der K-H6hengeraden zu V—hJ , Vjy und Tw :
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V. XV, V,XV v><v
_©_ H H 43 Cund
Ve *V,  V, *V, VvV,

RN —_— —_—

Y Vv Y .
(QXW):(EXV—J) +(ﬁxv—J)*H(v—Hxv—G) +(V—J><V_G')*J(V—J><ﬁ) sind ebenfalls
Tripel von H.

Beweis : 1. Da V—h, Lineakombination von v, und Vj ist, geht die Gerade zu VTJ durch den K-
Punkt G und ist folglich K-Gerade.
V—m*v—g = (ﬁ*\/_g)-(\/_g*Vj) —(\Tj*\Tg)-(\Tg*\Th) =0. Darum ist die zu V,; gehérige Gerade
orthogonal zu g, folglich die Hohengerade durch G.

e (V) e (VX ) e
2. VgV = (—\7‘ _g-vhJ-(vg >l<vj)—[v_g,*\7h -ij-(vg *V,) :(vj ><vg)-vh —(vg ><vh)-vj =0

ok
i Vg g h

Darum liegt der zu v
Hohengeraden.

o 9ehorige projektive Punkt auf H. Das Gleiche gilt fir die anderen

3. Nach Hilfssatz 6 und der Grassmann-ldentitat hat die Hohengerade durch G das Tripel

Vv x(v xv)_ -V x(v xv)_ -V, (v v)+v (v -V )_ v (v *v)+v (v *VH)

und es ist

Vg XV, VXV, V,xV = — = = — —
(_G —HyH L) _G]-(—VH-(VG*VJ)+VJ-(VG*VH)):

{ﬂ-v:}@*vﬁ){"_”j v:J (Vo #v,,) =0.

V) # Vg Vg *#V,

== Vg vy, v,
Ve x|V xV, | —f————t ———f————+ ——— |5
(Vo)< (vervi) (i) (Vi) (voxve)#(viewr)
v v
H n J

(—VH-(VG*VJ)+VJ-(VG*VH)). (ﬁxz)*(ﬁx@) (WX@)*(VJXW) =
(Vi * Vi) (Ve # V) + (V%) (Vo # V) | (Vi # V) (Ve V) +(V, %) - (Ve * V)
(v, ) v ve) (Vv (v v,)
ist gleich Null, denn (vTxv—G')*(vTxﬁ):—(vT*vT)(Q*ﬁ)+(ﬁ*ﬁ)(\TG*VJ) nach

Hilfssatz 5, folglich
(0 V) (Vg # V) + (V5 #v,) - (Ve *v,) ) (Vs % ve ) * (Vo x vy )) =

(Vi # V) (Vg *V,) - (V; %)) - (Vg # V) = (V% V) - (Vg * V) - (v, # V) - (V) V)

. Dies

(Vi #V,) - (Vg # V) - (V, #V,) - (Vg # V) + (Vi %)) - (Vg #V,,) - (V, #V,,) - (Vg *V;) und
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(Ve ;) (Vo #V;) + (¥ # ;) - (Vg #V,,) )+ (Vi xV; ) ¥ (Vg x Vg ) ergibt das Gleiche. o

Beim Orthozentrum ist die Normierung der Tripel nicht vorteilhaft. Wenn man die Tripel von
G, H, J, g, h,und j in Satz 35 mit —1 multipliziert, &ndert sich H nicht, anders als S oder M
in den Sétzen 33 und 34 oder D im folgenden Satz 36.

Satz 36 (zum K-Inkreis-Zentrum): g, h und j seien drei K-Geraden, die sich in den nicht
kollinearen K-Punkten J, G und H schneiden. Vg , v, und V bzw. v, , v,, und v, seien
normierte Tripel von g, h und j bzw. G, H und J. Dann gilt:

_ —

1. V=V =V, Vi =V =V, bzw. V;#%—W, sind Tripel von K-
Winkelhalbierenden durch G, H bzw. J.
2. Der projektive Punkt D mit dem Tripel Vg, =V, XV, +V, XV; +V; XV, liegt auf den

—_—

Geraden der K-Winkelhalbierenden zu V_h; , und V

Jg

Wenn V ; Zu einem K-Punkt gehdrt, hat dieser von jeder der Geraden zu Vg , v, und

‘det(v vh,v )‘

Vj den K-Abstand arsinh

—V Vghj

3. Durch Anderung der Vorzeichen von Tg , v, und VT erhalt man mit der Formel der
2. Behauptung vier verschiedenen K-Winkelhalbierenden-Schnittpunkte.

- . —_— — —\2 _ — _.2 — — —\2
4. Vg, =V, -1/ vy *v -1+v, -1/ V,*Vy ) =14V, -,/(VG*VH) —1 ist ebenfalls ein

Tripel elnes K- Wlnkelhalblerenden Schnlttpunkts

Beweis : 1. Da th Lineakombination von v, und V ist, geht die Gerade zu th durch den

K-Punkt G und ist folgllch K-Gerade.
vhj*vh vh>1<vh v, *vh 1—vj>x<vh Vi *V =V *Vy Vi ¥V

Vi * Yy, AV #V, Vi *Vy, N Vi * Vi Vi * Vi -4V *V;

Darum ist nach Satz 24 der Kosinus der Winkel, welche die Gerade zu Vy; mit h und j bilden,

fiir beide Geraden gleich. Darum ist die Gerade zu VTJ eine Winkelhalbierende.

2. VyxVy +V, xV;+V;xV, #(0;0;0), da G, H und J nicht kollinear sind.
Tm-(vgxﬁ+ﬁx7j+vjx%)=V;-(vj><V;+\_/;><\7j+ij79)—\7j-(\7;x\7;+§;x\7j+\7]xZ)=
Th(vjxvg)—vj(vngh):o Fur Vi, und Vg, verlauft die Rechnung analog. Deshalb liegt

D auf den drei zugehorigen Winkelhalbierenden

Wenn D ein K-Punkt ist, dann ist V *V j < 0.

vg -vghj =V, -(vg XV, +V, ><vj+vj><vg):vg -(vh xvj):det(vg;vh;vj). Nach Satz 24 gilt

. N2 T
. Vo Vi det(v_;v,;V.
darum fir den Abstand & von g : (SInh(ES))2 ( S gﬁ (Vg h_{)
Vo *Var \/‘Vghj*Vghj

j derselbe Term ergibt, folgt die 2. Behauptung.

. Da sich fiir h und
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3. Durch Anderung der Vorzeichen von V, v, und V; erhalt man acht verschiedene Terme
flr Vg XV, +V, XV;+V; XV, die sich aber paarweise nur im Vorzeichen unterscheiden. Die
Terme zu Vg XV, +V, ><Vj -I-Vj><Vg , —Vg XV, +V, ><Vj +VJ.><Vg , Vg XV, =V, ><Vj +Vj ><Vg und
Vg XV, +V, XV, —=V; XV, gehdren zu verschiedenen projektiven Punkten, da andernfalls einer
der Summanden das Tripel (0;0;0) ware.

4. Nach der Lagrange-Identitat ist
(Vo * vy ) _1:_(7*7).(r*r)+(r*r)2 :(rxr)*(rxr). Darum ist

Vg X Vg _( ,/T*V ~1+v, 1/ ~1+v, Jv £V, Jxv

V, X Vg ~ Vg XV, e\ e\ [f— —\ g —
Vv ) (voevg) (Ve i)« (ve xve) ((voeve)s(vxve) (Ve v )= (ve v
.Da das Tripel Y2 Ye bzw. Yo X Vy normiert und proportional

o) o))

zu v, bzw. V ist, gehort v, x v, zu einer Winkelhalbierenden. Das Gleiche gilt fiir

GHJ

Vany X VH und VGHJ X VJ . o

Da es zu jedem Eckpunkt des Dreiecks GHJ eine Winkelhalbierende gibt, die durch das
Innere des Dreiecks verlauft, ist einer der vier Winkelhalbierenden-Schnittpunkte das
K-Inkreis-Zentrum, folglich ein K-Punkt. Er ergibt sich, wenn die dritten Komponenten von

_—

Vg, v, und VT positiv sind. Die anderen drei Winkelhalbierenden-Schnittpunkte kdnnen
zum Teil auBerhalb des Einheitskreises liegen.

Satz 37 (zur isogonalen Verwandtschaft): g, h und j seien drei K- Geraden die sich in den
nicht kollinearen K-Punkten J, G und H schneiden. V , v, und V bzw. v, , v,, und v,
seien normierte Tripel mit positiver dritter Komponente von g, h undj bzw. G, H und J. Q mit
dem Tripel % sei ein projektiver Punkt, der auf keiner Seitengeraden von GHJ liegt, und Q°

. Vp XV, VXV VXV,

der projektive Punkt mit dem Tripel Voo = —=—=+——+ ———  Dann gilt:
Vo'V, VoV, VoV,
1. Vg =(Vg V)V, = (Vo V,) -V, ist Tripel der Geraden QG und
VQ oy = (T V,)- 7 (Vo -VJ-)'VT Tripel der Geraden Q°G. Die Spiegelung an dem

Tripel VTU Vh V,- zu einer Winkelhalbierenden durch G bildet % in % ab. Das
Gleiche gilt, wenn man G, h j durch H, j, g oder J, g, h ersetzt.
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2. Die K-WinkelgroRen der Winkels HGQ und Q°GJ stimmen Uberein. Das Gleiche gilt
fiir die Winkelpaare JHQ, Q°HG sowie GJQ, Q°JH.

_—

Beweis : 1. Vi ist Tripel der Geraden k durch Q und G, da nach der Grassmann-Identitat
(Vg V)V = (Vo V)V = Vo x (V, xV)) gilt.
Es sei oy, die Spiegelung fur eckige Klammen an der Winkelhalbierenden zum Tripel

PR . N v Vh *(Vh _VJ)
V, —V;. Dannist V,o};, = -V, +2-

b\ L/ )

(Vh _Vj) *(Vh _Vj)

s

Voo Voo = ===+ (Vg V) -V = === (Vo V) -V, = (det(v;v,; v, ) —det(v,; v, ;v;)) =0.
Q" Vh QVi

Wegen E'mzo ist darum K"hj Tripel von Q°G.
Wegen (V, =V;)*(V, =V}) =2-(1-V, *V)) folgt

2- (L=, #V ) Voo = =((V =) (v, =)V, +2- (v, (v, = V) - (v, - V) =

21V, %))V, +2- (1=, %)) (v, =V)) =2 (L-V, #V))-V}, also V,0; =~V . Analog
folgt VjG;U- =-V, und darum VthG;]j = —(VQ -Vj)'Vj -I-(VQ V)V, = Voonj -

2. folgt aus der 1. Behauptung, weil K-Spiegelungen K-Winkelgroen invertieren. O

Definition : Der Punkt Q° aus Satz 37 heif3t zu Q 'K-isogonal verwandt'.
Es ist offenbar Q°° = Q.

25. Das Hyperbel-Modell

Abbildung 31 zeigt einen anschaulichen Weg fiir den Ubergang vom Beltrami-Klein-Modell
zum Hyperbel-Modell der hyperbolischen Geometrie. Das Beltrami-Klein-Modell ist hier

zunéchst in die Ebene z = 1 des dreidimensionalen Raums R’ verlegt worden, so dass der
Mittelpunkt des Einheitskreises im Punkt (0 ; 0 ; 1) liegt. Dieser Punkt ist der Scheitelpunkt

der Schale des Hyperboloids H mit der Gleichung —x* —y? +z* =1, fiir die z > 0 ist.

Es seien p und q reelle Zahlen mit p? +g° >1. Eine Ebene E mit der Gleichung

—p-X—q-y+2z=0geht durch den Ursprung (0 ; 0 ; 0) und eine Sehne des Einheitskreises
mit dem Pol (p ; g ; 1) in affinen Koordinaten. Die Aufldsung nach z und Einsetzung in die

Gleichung des Hyperboloids ergibt die Gleichung —x* —y* + (p-X+0-y)>=1. Aus z>0

folgt p-X+0q-y >0, so dass die Gleichung aquivalent mit p-X+q-y—+1+x*+y* =0 ist.
Dies ist die Gleichung eines Hyperbel-Astes. Sie beschreibt die Kurve, die sich ergibt, wenn
man die Schnittkurve von E und H parallel zur z-Achse auf die x-y-Ebene projiziert. Das

Asymptoten-Paar der Hyperbel hat die Gleichung —x* —y® +(p-x+q-Yy)? =0, fiir die beiden
Asymptoten gilt darum
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X-(JPp?+0°=1-p-q)-y-(a*-1) =0 bzw. x-(p* -1 -y-(yp’+q°~1-p-q) =0.

Betrachtet man neben dem Beltrami-Klein-Modell in der Ebene z = 1 auch das in der x-y-
Ebene, dann gehdren diese Gleichungen zu den Ursprungsgeraden durch die Enden der Sehne

auf der Geraden —p-X—(-Y+1=0. Da die Ebene durch die z-Achse und (-p; —q; L)eine
Symmetrie-Ebene der Anordnung bildet, ist die Gerade —q-X+p-Yy =0 Hauptachse der

Hyperbel und der Punkt { P : 9 J Scheitelpunkt
JO7+0%)-(p” +a*=1) {(p*+9%)- (p? +* -1)

des Hyperbelastes . Darum ist die Lange des Hauptachsenabschnitts %
p°+q -1

-.-_—'..-."-'."-5'--".-".:'::'-'
e

Abb. 31
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Wenn die Ebene E die Gleichung p-X+q-y =0 hat, also die z-Achse enthalt, dann ergibt die
Projektion der Schnittkurve von H und E in der x-y-Ebene die Ursprungsgerade
p-X+d-y=0 mitdem Pol (p; q;0).

Wir fassen Hyperbel-Aste und Ursprungsgeraden in einer Gleichung mit der Form
p-X+Qq-y—t-y1+x*+y* =0 zusammen und bezeichnen die Kurve durch [p;q;—t]", wobei
[A-p;A-q;—A-t]" fur & =0 die gleiche Kurve beschreibt. Wir nennen Kurven dieser Art
Y-Geraden. Sie sind die 'Geraden’ des Hyperbel-Modells. Den projektiven Punkt (p;q;t)° zu
der x-y-Ebene bezeichnen wir als Pol von [p;q;—t]". Der Pol von [p;q;—t]" stimmt also mit
dem Pol der [p;q;—t]" zugeordneten K-Geraden [p;q;—t]* Gberein.

Die Menge der 'Punkte’ des Hyperbel-Modells ist die Menge aller Punkte des R? , Wobei ein
'Punkt’ (X ; y) mit einer Geraden’ [p;q;—t]" inzidiert, wenn p-X+q-y—t-\1+X*+y* =0
gilt.

Zwischen den Y-Punkten auf [p;q;—t]" und den K-Punkten auf [p;q;—t]* gibt es einen
einfachen rechnerischen Zusammenhang:

Sei Q(x ; y; 1) ein Punkt innerhalb des Einheitskreises in der Ebene z = 1. Wir teilen dieses

Koordinatentripel durch y/1—x* -y’ . Dies ist der Wert, die im H-Modell die Hohe von Q

genannt wurde. Im Beltrami-Klein-Modell ist es die halbe Lange der Sehne, von der Q der
Mittelpunkt ist. Durch die Division entsteht der Punkt

X ; y : ! auf der Hyperboloid-Schale H. Die Projektion
VI=x2—y? 1-xP—y? (1-x7 - y?

parallel zur z-Achse in die x-y-Ebene ergibt den Punkt X : y . Man
\/1_)(2 _yz \/1_)(2 _yz

kann folglich den Ubergang vom Beltrami-Klein-Modell zum Hyperbel-Modell auch ohne
den Umweg Uber das Hyperboloid beschreiben durch die Abbildung W, die jedem K-Punkt

(x;y; 1) den Punkt { } zuordnet. Dabei geht die Punktmenge der K-

X . y
\/1—x2—y2 ’\/1—x2—y2
Geraden [p;q;—t]* in die der Y-Geraden [p;q;—t]" tber.

K
X
Die Bildmenge von V¥ ist ganz R? und (X;y) > ; Y 11 st
\/1+ x> +y° \/1+ x> +y°
Umkehrabbildung von .
Der Mittelpunkt der K-Geraden [p;q;—1]“ mit dem Pol P (p ; q) ist der Punkt

M = Lpz pqz = 9 qzj in kartesischen Koordinaten (siehe Abb. 32). Sein Bild
+ +
[ P : q J bei W ist der Scheitelpunkt S des
J(P2+92)-(P* +02-1) /(p? +0%)-(p* +4* 1)

121



2

2 2 2
Hyperbel-Astes [p;;-1]" . Die Streckung (x;y)—>[x-\/ P +q 'y-\/ P +q J bildet M

p’+q°-1" \p*+q’-

auf S, die Asymptoten von [p;q;—1]" auf sich und die Sehne [p;q;—-1]* auf den Abschnitt der
Scheiteltangente zwischen den Asymptoten ab. Dieser Abschnitt hat die L&nge

p* g’ p*+¢° i - 5

2- [1- - . =2 . Er ist das Zweifache der Lange des
(p°+a%)” (P*+q°)° \p*+q’ -1

Nebenachsen-Abschnitts der Hyperbel, der folglich den Wert 1 hat. Da jeder Punkt in

R?—{(0;0)} Scheitelpunkt eines Hyperbelastes [p;q;—1]" ist, sind diese Hyperbeléste genau

die Hyperbelaste, deren Nebenachsen-Abschnitt die Lange 1 hat und deren Asymptoten sich

im Ursprung schneiden.

Die numerische Exzentrizitat ist \/1+2;212 ~\/p2 +q°-1= \/pz +q?, darum hat der
p+q -

Brennpunkt F die Koordinaten P : g .
N A L

Abb.32

Die Mal3-Bestimmungen des Hyperbel-Modells tibertragen wir aus dem Beltrami-Klein-
Modell:

Jeder Hyperbel [p;q;—1]" sei der gleiche Kreisbogen zugeordnet wie der K-Geraden
[p:q;—1]¢. Es ist dies also der Kreisbogen innerhalb des Einheitskreises um den Ursprung,
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dessen Zentrum der Pol (p ; q) und dessen Radius \/p2 +0° -1 ist. Dieser Kreisbogen berihrt

die Asymptoten in den Enden von [p;q;—1]<. Der Ursprungsgeraden [p;q;0]" ordnen wir die

Sehne des Einheitskreises zu, die auf der Ursprungsgeraden liegt, und bezeichen sie ebenfalls
als 'zugeordneten Kreisbogen'. Die GroRe des Winkels zwischen zwei Y-Geraden wird dann
durch die Grolie des Winkels zwischen den zugeordneten Kreisbdogen definiert.

Der signierte Y-Abstand ||SQ||Y des Y-Punktes Q vom Scheitelpunkt S der Y-Geraden

g = [p;q;—t]" sei gleich dem signierten K-Abstand des K-Punktes Q' = ¥ (Q) vom
Scheitelpunkt S' = W(S) der K-Geraden g' = [p;q;—t]*. Wenn Ez1 und E, die Enden von g¢'
sind, dann ist |SQ|" =0,5-In m

Q'E,|

Abb. 33

123



g gehe nicht durch das Zentrum Z des Einheitkreises. Dann ist der euklidische Flacheninhalt
|ZE,Q'| des Dreiecks ZE,Q" gleich

0,5-|E,Q-|Q'Z|-|sin(£E,Q'Z2)|=0,5|ZE,|-|ZQ"|-[sin(£E,ZQ")|-

Wegen /EQ'Z=180°-~ZZQ'E, ist

[EQY| 0,5 EQY|Q'Z-|sin(£E,Q'Z)| _0,5:|]ZE,|-|2ZQ|-|sin(£E,ZQ")| _[sin(£E,ZQ))|
IQ'E,| 0,5-E,Q-|Q'Z|-[sin(£E,Q'Z)| 0,5-|ZE,|-|2Q"|-[sin(£E,ZQ")|  [sin(£E,ZQ")|
[sin(£E,ZQ)|

|sin(£E,ZQ)|

Da Z, Q und Q' kollinear sind, folgt [SQ|" =0,5-In

Wenn g durch den Ursprung geht und Q die Koordinaten (X ; y) hat, dann hat Q' die
[ 2 2
Koordinaten { X y ] und den euklidischen Abstand NX Y

\/1+x2+y2;\/1+x2+y2 /1+X2+y2'

1e VXY
Dann ist |E1'Ql| I+ X7 +y° =(\/1+ x?+y’ +\/x2 +y° )2

|Q'E,| - . \/xz +y?

und [2Q[" = In(\/1+x2 +y° +\/x2 +y? )

Bei diesen Mallbestimmungen hat das Hyperbel-Modell die gleichen geometrischen
Eigenschaften wie das Beltrami-Klein-Modell. Abbildung 33 zeigt ein Y-Dreiseit mit
Y-Seitenhalbierenden, Y-Mittelsenkrechten , Y-Ho6hen und Y-Winkelhalbierenden. Wie im
Beltrami-Klein-Modell haben auch hier die Mittelsenkrechten und die Héhen nicht notwendig
einen gemeinsamen Schnittpunkt. Wenn sich aber zwei dieser Y-Geraden von gleicher Art
schneiden, dann geht auch die dritte durch diesen Schnittpunkt.
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Anhang : Das Zeitmal3 im Beltrami-Klein-Modell

Satz 24 zeigt eine starke formale Ahnlichkeit bei der Berechnung von Abstanden zwischen
Punkten und WinkelgréRen zwischen Geraden im Halbkugel-Modell und daraus folgend auch
im Beltrami-Klein-Modell. Diese Ahnlichkeit lasst sich geometrisch vertiefen, indem man
jedem Punkt der affinen Ebene des Modells in jeder Richtung, die nicht Richtung einer
Tangente durch P ist, nach der unten angegebenen Formel einen Geschwindigkeitsbetrag
zuordnet. Auf dem Einheitskreis gibt es zu keinem Punkt eine Geschwindigkeit. Wenn P und
Q zwei Punkte der affinen Ebene sind, die nicht vom Einheitskreis getrennt werden und deren
Verbindungsgerade keine Tangente ist, dann ist es moglich, auf geradem Weg von P nach Q
zu gelangen und dabei stets die Geschwindigkeit einzuhalten, die an dem jeweils passierten
Ort vorgeschrieben ist. Die dafur bendtigte Zeit bezeichnen wir als Zeitabstand von P und Q.
Wenn die Bewegung auf einer orientierten Geraden stattfindet, kann damit auch ein signierter
Abstand definiert werden.

Zur Festlegung der Geschwindigkeiten benutzen wir die im Abschnitt 7 definierte Potenz
eines Punktes P der Ebene beziiglich eines Kreises mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r,

namlich die Differenz ‘Wr —r2. FUr den Einheitskreis des Beltrami-Klein-Modells und einen

Punkt P mit kartesischen Koordinaten (x ; y) ist die Potenz folglich durch x* +y* -1
gegeben. Wir erweitern diese Begriffsbildung:

Definition : g sei eine Gerade der affinen Ebene des Beltrami-Klein-Modells und Fq der
FuBpunkt des euklidischen Lots vom Ursprung auf g. Dann sei die Potenz von g gleich der
Potenz von Fq .

Definition : g sei eine Gerade in der affinen Ebene, die keine Tangente an den Einheitskreis
|Potenz von P|

ist, und P ein Punkt auf g. Wir legen y(P;9) = als den zum Paar (P ; g)

|Potenz von g
gehorigen Geschwindigkeitsbetrag fest.

1. Fall : g sei zunichst eine Gerade, welche den Einheitskreis in zwei Punkten E; und E»
schneidet.

Sei Z ein Punkt auf g. Der Abstand des Ful3punkts Fg vom Ursprung sei u, und der signierte
euklidische Abstand des Punktes Z von Fg sei z genannt. c¢:=+/1—u? ist der euklidische
Abstand, den E; und E2 von Fg haben. Dann ist die Potenz von g gleich u?-1=—c?, die von

72 _ 2
Z gleich z° +u?-1=2"-¢* und v(Z;g) = u

Die Geschwindigkeit Y(Z;9) ergibt sich als Grenzwert des Differenzenquotienten i—: fir

Az
eine Zeitdifferenz At —0. Es ist also At= E A und B seien zwei Punkte auf g mit den
Y\&
signierten euklidischen Abstanden a bzw. b von Fgq , die nicht vom Kreis getrennt werden, und
fiir die a < b gilt. Die Zeit fur den Weg von A nach B ergibt sich dann durch Integration:
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‘O’S(mH_mMj |nM
a-c a+c (b+c)-(a—c)

Fur A und B im Innern des Einheitskreises ist dies der Abstand im Klein-Modell.

=‘0,5-

Es soll nun gezeigt werden, dass fur Punkte auBerhalb des Einheitskreises das Zeitmal} den
Abstand der K-Geraden h und j angibt, von denen A und B die Pole sind.

Dem signierten euklidischen Abstand z eines Punktes Z auf g vom Punkt Fg ordnen wir den
2

.. C s . :
Abstand Z = 5 zu. Der zugehdrige Punkt Z' ist dann der Punkt auf g, der die Strecke E1E>

betragsmaliig im gleichen Verhaltnis teilt wie Z, so dass E1E> durch Z und Z' harmonisch

geteilt wird. Fir die entsprechenden Punkte A" und B’ gilt dann

0,5.|nw =10,5-In (@+c)-(b _C)|.
(b+c)-(a—c) (b'+c)-(a'—c)|

und j ist, muss also nur gezeigt werden, dass A' und B' die Schnittpunkte von h und j mit g

sind.

Zum Nachweis, dass dies der Abstand von h

A

In der Zeichnung ist P der Pol der Geraden g durch Fg und E1 und A der Pol der Geraden h
durch D und P. g und h sind K-orthogonal. Die Dreiecke PA'Fg und ANFg sind euklidisch

ahnlich. Fir u=|NF|, v:=[FP|, a'=|A'F| und a=|AF] gilt darum %:5 folglich
2

. , C
a'=2"Y Da NE:1P rechtwinklig ist, gilt nach dem Hohensatz u-v=c’. Darum ist a :E'

a
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b
Ldz
- 7(Z;9)

Das Zeitmal3 gibt also den Abstand der Geraden h und j mit den Polen A und B

an.

Fir den Grenziibergang b — o ergibt sich bei a > 0 der endliche Wert0,5-In w

a'-c
Entsprechend erhalt man beim Grenziibergang a — —oo bei b < 0 den endlichen Wert

0,5-In b=c . Man kann sich darum einen Weg von a >0 iiber +co , —oonach b <0 denken mit

b'+c

dem ZeitmaR 0,5- In? +0,5- Inb —C =0,5-In @+c)-(b-c)

c b (b+0)-(a—c)’ . Darum gibt der Term
_In(a+c)-(b—c)

(b+c)-(a-c)

Pole A und B auRerhalb des Kreises auf verschiedenen Seiten des Kreises liegen.

auch dann den Abstand zwischen den Geraden h und j an, wenn die

2.Fall : g hat keinen gemeinsamen Punkt mit dem Einheitskreis.

Z sei wieder ein Punkt auf g. Der Abstand u des FuBpunkts Fg vom Ursprung ist dann groi3er
als 1. Sei hier ¢c:=+/u®*—1. Die Potenz von g ist dann u?-1=c®, dievonz gleich

2 2
Z°+cC

2’ +u*-1=7°+c* und y(Z,9) =
Die Zeit fir den Weg auf g von A nach B bei a < b ergibt dann
b

b
_[ L dz:j 2C 2dz=arctan9—arctan3.
2 7(Z:9) 2’ +c c c
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In der Abbildung ist P' der Winkel-MaRpunkt zu P und ¢ = ‘FQ_P‘ . Der rot bzw. griin

markierte Winkel hat die euklidische GroRe arctanE bzw. arctan 9 , und der Winkel AP'B
c c

die GroRe arc tanE—arctanE . Die beiden Polaren h und j von A und B gehen durch den Pol
c c
P von g. Da die K-Winkel-Grof3e des Winkels zwischen diesen Polaren durch die euklidische

b
I;dz diese K-Winkel-GroRe an.

GroRe von AP'B gegeben ist, gibt also das Zeitmal3 L
v(Z;9)

Anhang : Bremen, 1. 7. 2014

Revidiert : Bremen 18. 10. 2020
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